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1. Inleiding

Discrete dynamische systemen

In de afgelopen dertig jaar heeft het wiskundeonderwijs in Vlaanderen grondige veranderingen ondergaan.
Eén van die veranderingen is de grotere aandacht voor toepassingen van wiskunde in andere domeinen. Een
situatie die daarbij vaak voorkomt, is het beschrijven van een grootheid, zeg x, die tijdsafhankelijk is.
Wiskundige modellen die dergelijke tijdsafhankelijke fenomenen beschrijven, zijn dynamische modellen. Bij
discrete dynamische modellen wordt de tijd opgevat als een discrete veranderlijke, d.w.z. dat de tijd alleen
gehele waarden aanneemt, bv. 0, 1, 2, 3, .... De grootheid x neemt dan waarden X,, X;, X,, X3, ... aan,

m.a.w. de evolutie van de grootheid wordt beschreven door een rij van getallen.

Bij het opstellen van wiskundige modellen vertrekt men vaak niet van de veranderlijke grootheid zelf, maar
van informatie over de manier waarop die grootheid verandert, d.w.z. van X, —X,, X, —X;, X3 —X,, ... Op

basis van deze informatie moet men dan achteraf de gepaste rij proberen te vinden. Bij de groei van een
populatie kan men bijvoorbeeld vertrekken van de hyposthese dat de groei evenredig is met de grootte van de
populatie, d.w.z. dat x,—x,, =kx,, voor alle n>1, waarbij k een (al dan niet gekend) getal is. Een

equivalente vorm is X, =(1+k)x,,. We zien dat de hypothese wiskundig uitgedrukt wordt door een

recursievergelijking. De rijen die voldoen aan deze recursievergelijking zijn de meetkundige rijen met reden
1+ k. Wiskundig modelleren komt in het discrete geval vaak neer op het opstellen van een gepaste
recursievergelijking, het oplossen van deze recursievergelijking en het bestuderen van het verloop van de
oplossing.

Dat is wat we in dit cahier zullen doen. We zullen voor een aantal fenomenen uit de realiteit een
recursievergelijking opstellen, oplossen en het verloop van de oplossing(en) bestuderen. Nu en dan zullen we
ook recursievergelijkingen en het verloop van hun oplossingen bestuderen zonder verwijzing naar een
concreet fenomeen uit de realiteit. Daarom hebben we in de titel van dit cahier de neutralere term discrete
dynamische systemen gebruikt i.p.v. discrete dynamische modellen.

We zullen in dit cahier merken dat de T1-84 bijzonder goed overweg kan met recursievergelijkingen en rijen.
Ook als we de recursievergelijking analytisch niet kunnen oplossen, kunnen we de oplossing bestuderen
m.b.v. de rekenmachine. Vooral in de tweede helft van het cahier leren we de rekenmachine als een
onmisbare bondgenoot kennen. We komen hier bij een tweede grote verandering in het wiskundeonderwijs,
namelijk de groeiende rol van elektronische hulpmiddelen in de handen van de leerlingen. Het feit dat
computers en rekenmachines goed met recursievergelijkingen overweg kunnen, is een van de redenen
waarom dit onderwerp (niet alleen in het onderwijs, maar ook in het wetenschappelijk onderzoek) de laatste
decennia meer aandacht krijgt.

Bij continue dynamische modellen worden ‘gewone’ functies x(t) gebruikt i.p.v. rijen en worden de

recursievergelijkingen vervangen door differentiaalvergelijkingen. Die drukken een verband uit tussen een
‘gewone’ functie en haar afgeleide(n). Voor leerlingen uit het secundair onderwijs zijn
differentiaalvergelijkingen conceptueel een stuk moeilijker dan recursievergelijkingen. Ook het oplossen is
moeilijker, althans in het begin. Daarom is het minder evident om leerlingen uit het secundair onderwijs
kennis te laten maken met wiskundig modelleren in het continue geval.

Eindtermen en leerplannen

Eén van de eindtermen wiskunde voor aso (decretale specifieke eindterm nummer 18 om precies te zijn;
alleen van toepassing voor studierichtingen met pool wiskunde) draagt als titel discrete wiskunde en luidt als
volgt:

De leerlingen kunnen telproblemen of problemen met betrekking tot discrete veranderingsprocessen
wiskundig modelleren en oplossen.



Telproblemen worden van oudsher behandeld in ons onderwijs. Het andere onderwerp uit de eindterm,
discrete veranderingsprocessen, was nieuw. In de leerplannen voor het gemeenschapsonderwijs en die van
het onderwijs van de steden en gemeenten blijft de discrete wiskunde beperkt tot de telproblemen (wat
perfect kan wegens de ‘of’ in de eindterm). In het vrij onderwijs heeft men er voor geopteerd om het nieuwe
onderwerp discrete veranderingsprocessen op te nemen bij de verplichte leerstof voor de 6-urencursus. De
doelstellingen in dat verband zijn:

e De leerlingen kunnen de convergentie of divergentie van een rij met voorbeelden illustreren. (DI1)
e De leerlingen kunnen limieten van eenvoudige rijen bepalen. (DI2)

e De leerlingen kunnen problemen met betrekking tot discrete veranderingsprocessen wiskundig
modelleren en oplossen. (DI3)

Er is in de 6-urencursus daarnaast ook een keuzeonderwerp iteratie voorzien dat hier heel nauw bij aanleunt.
Discrete veranderingsprocessen en/of iteratie komen ook voor als keuzeonderwerp in andere leerplannen
voor het vrij onderwijs (4-uurscursus, sommige leerplannen uit tso/kso). Het onderwerp is bovendien ook
bruikbaar voor vrije-ruimte-doeleinden of als facultatieve uitbreiding.

Basis en uitbreiding

De kern van dit cahier bestaat uit de paragrafen 2 t.e.m. 6. Hierin behandelen we de meest eenvoudige
discrete dynamische systemen, namelijk deze die beschreven worden door lineaire recursievergelijkingen
van de eerste orde met constante coéfficiénten en constant rechterlid, d.w.z. recursievergelijkingen van de
vorm X, = ax,_, +b, met a en b reéle getallen. In de paragrafen 2, 3 en 4 behandelen we alle basisbegrippen

en -eigenschappen a.d.h.v. een aantal voorbeelden. In paragraaf 5 vatten we al onze bevindingen samen en
formuleren we ze in algemene termen. Paragraaf 6 sluit dit deel af met oefeningen waarmee het geleerde
verwerkt kan worden.

De volgende paragrafen vormen uitbreidingen van dit basismateriaal. Ze staan los van elkaar en kunnen dus
onafhankelijk van elkaar gebruikt worden.

e In paragraaf 7 verhogen we de dimensie van één naar twee (of meer): we gaan over van één
recursievergelijking (die één rij beschrijft) naar een stelsel van twee (of meer) gekoppelde
recursievergelijkingen (dat twee of meer rijen tegelijk beschrijft). Hoewel dit betekent dat de materie
ingewikkelder wordt, komen we hiermee vreemd genoeg toch op terrein dat relatief bekend is in het
secundair onderwijs. Bij matrices worden dergelijke meerdimensionale discrete dynamische systemen
immers vaak behandeld, zonder evenwel die naam te gebruiken. Een voorbeeld zijn de zogenaamde
Lesliemodellen, waarbij de evolutie van een populatie bestudeerd wordt, gestructureerd volgens leeftijd.
In paragraaf 7 werken we dit verder uit, maar dan wel a.d.h.v. een voorbeeld waarbij de overgangsmatrix
een migratiematrix is.

e In paragraaf 8 keren we terug naar dimensie één, maar verhogen we de orde van de recursievergelijking.
Dat betekent dat we ons in het rechterlid niet beperken tot de onmiddellijk voorafgaande term, maar dat
ook termen voorkomen die verder teruggaan in de rij. We bespreken een voorbeeld, namelijk de
recursievergelijking t, =t, , +t, ,, die de rij van Fibonacci beschrijft. Deze paragraaf is los van de

voorgaande paragraaf te behandelen (op een klein onderdeeltje na, dat je dan weg kunt laten).

e In paragraaf 9 laten we het lineaire karakter van de recursievergelijking los. Ook hier behandelen we één
voorbeeld, namelijk de recursievergelijking die (discrete) logistische groei beschrijft. We stellen in deze
paragraaf een wiskundig model op voor de groei van de bevolking van de Verenigde Staten. Paragraaf 9
staat volledig los van de voorgaande twee paragrafen. Paragraaf 10.b kan gezien worden als een vervolg
op paragraaf 9.

e Het limietgedrag van lineaire recursievergelijkingen is zeer overzichtelijk, maar daardoor wat saai. Niet-
lineaire recursievergelijkingen hebben wat dat betreft veel meer verrassingen in petto. Deze opwindende
wereld verkennen we in paragraaf 10. We doen dat voor twee voorbeelden (die nogal gelijklopend zijn).
In deze paragraaf zien we hoe de typische onderwerpen die met iteratie verbonden zijn (aantrekkende en
afstotende vaste punten, ...) opduiken bij discrete dynamische systemen. Paragraaf 10.a staat volledig los
van de voorgaande paragrafen. In paragraaf 10.b wordt het limietgedrag onderzocht van de logistische
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recursievergelijking. Ook deze paragraaf staat los van de voorgaande paragrafen, al is het natuurlijk wel
leuker als je de leerlingen eerst verteld hebt waar deze recursievergelijking vandaan komt (bijvoorbeeld
a.d.h.v. paragraaf 9).

Een compilatie

Veel T3-cahiers worden na hun ontstaan als cursustekst bij T*-sessies gebruikt. Met dit cahier is het eerder
omgekeerd gegaan. Ik heb in de afgelopen jaren les gegeven over dit onderwerp aan studenten, er
verschillende workshops, lezingen, ... voor wiskundeleraren over gegeven, en er (soms samen met anderen)
teksten rond geschreven. Het T3-cahier is een compilatie van het materiaal dat bij die gelegenheden gemaakt
is. In de bibliografie vind je een overzicht van dit materiaal, dat in tekstvorm of onder de vorm van slides
beschikbaar is ([2], [4-13]). Je zal in dit cahier dus materiaal aantreffen dat in het verleden al verspreid is. Nu
is het verwerkt tot één samenhangend geheel. En natuurlijk zijn sommige delen toch nog nieuw uitgewerkt
voor dit cahier.

I.v.m. het gebruik van de TI-84

We maken in dit cahier gebruik van de TI-84 Plus. We veronderstellen dat het basisgebruik van de
rekenmachine gekend is. Wat specifiek is voor het werken met rijen en recursievergelijkingen leggen wel uit.
We zijn uitgegaan van een machine die aan het begin van het cahier een reset ondergaan heeft.

2. Met andere ogen kijken naar een klassieker

De klassieker...

In het Vlaamse wiskundeonderwijs is het volgende probleem (of varianten hiervan) bekend:

Voor de aanleg van een brug over een spoorweg moet zand aangevoerd worden. Op de plaats waar het
zand gewonnen wordt, is er een kleine vijver van 900 m?, die door de graafwerken vergroot wordt. Men
wil er een grote vijver van maken die dienst zal doen voor waterrecreatie. Elke week wordt de vijver 150
m? groter. Bij het begin van de werken merkt een arbeider van de graaffirma op dat een bepaalde soort
waterplanten 8 m? van de oppervlakte van de vijver inneemt. Tijdens de volgende weken blijkt deze
oppervlakte elke week met een kwart (van de oppervlakte die op dat ogenblik reeds ingenomen is) toe te
nemen. De arbeider maakt zich ongerust en merkt op dat hier iets aan gedaan moet worden. De vijver zal
anders vlug volledig overdekt zijn met waterplanten. Maar zijn baas ziet voorlopig geen gevaar: "De
vijver wordt toch elke week 150 m? groter." Wie heeft gelijk: de arbeider of zijn baas?

Het probleem wordt gewoonlijk opgelost m.b.v. functies. Als we de oppervlakte van de vijver (in m?)
voorstellen door V en de tijd (in weken, vanaf het ogenblik dat de vijver 900 m? groot is) door t, dan wordt de
groei van de oppervlakte van de vijver beschreven door de eerstegraadsfunctie met vergelijking
V =900+t-150. De groei van de waterplanten wordt beschreven door de exponentiéle functie met

vergelijking W =8-1.25", waarbij W de oppervlakte voorstelt die ingenomen is door de waterplanten. Met
behulp van een tabel of de grafieken van deze functies vinden we dan al snel dat de arbeider gelijk heeft.
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In deze aanpak bekijken we de tijd als een continue veranderlijke, d.w.z. dat de tijd hier alle (positieve) reéle
waarden kan aannemen, niet alleen gehele waarden. We gebruiken het woord “continu’ hier zoals dat in de
toegepaste wiskunde en de statistiek gebruikelijk is. Het gaat over de continuiteit van een veranderlijke, niet
over de continuiteit van een functie.

... met andere ogen bekeken

Bij nader inzien is het toch niet helemaal evident dat we dit doen. In de opgave staat bijvoorbeeld dat de
vijver elke week 150 m? groter wordt. We krijgen dus alleen informatie over de toename over een gehele
week. Hoe de groei in de loop van de week verloopt, vinden we niet terug in de opgave. De
eerstegraadsfunctie die we gebruiken om de groei van de vijver te modelleren, doet daarentegen uitschijnen
dat de groei volkomen regelmatig verloopt: elke dag, elk uur, elke minuut, ... groeit de oppervlakte van de
vijver even snel. Dat zal in de realiteit natuurlijk niet het geval zijn. Denk maar aan het verschil tussen
weekdagen en weekend, aan dag en nacht, aan lunchpauzes, ... De eerstegraadsfunctie geeft dus geen
volledig correcte weergave van wat in de realiteit gebeurt. Nu is dat natuurlijk eigen aan het gebruik van een
wiskundig model, dat omwille van de eenvoud de realiteit steeds slechts bij benadering weergeeft. Maar de
kwestie wijst ons in dit geval wel de weg naar discrete modellen voor de groei van de vijver en de
waterplanten.

Groei van de vijver

We beschouwen de tijd nu als een discrete veranderlijke. We laten de tijd nu dus alleen (positieve) gehele
waarden aannemen. Om dat te benadrukken, gebruiken we de letter n i.p.v. t. Dus: n is het aantal weken na
het begintijdstip. Met V, geven we de oppervlakte van de vijver (in m?) weer n weken na het begintijdstip.

Het gegeven dat de oppervlakte in het begin 900 m? bedraagt, geven we in formulevorm weer als een
beginvoorwaarde

V, =900.
Het gegeven dat de opperviakte elke week met 150 m? toeneemt, kan vertaald worden in de
recursievergelijking
V, =V, +150,

die geldt voor alle n>1 in N. De beginvoorwaarde en recursievergelijking bepalen de rekenkundige rij met
algemene term V, =900+ n-150 of, in meer gebruikelijke schrijfwijze: V, =900+150n. De rekenkundige
rij is een discreet wiskundig model van de groei van de vijver.

Berekeningen op het basisscherm

Met behulp van de grafische rekenmachine kunnen we de opeenvolgende waarden voor de oppervlakte van
de vijver gemakkelijk genereren op het basischerm door te steunen op de beginwaarde en de
recursievergelijking. We beginnen met het ingeven van de beginwaarde V,:
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Het lijkt op het eerste gezicht wat vreemd om dit te doen, maar dadelijk zal blijken dat deze start wel degelijk
erg nuttig is. Nu laten we de rekenmachine 150 optellen bij de beginwaarde, wat ons V, geeft.
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De ‘Ans’ hoeven we niet zelf in te typen. De rekenmachine voegt dit in zodra we het plusteken intoetsen. Bij
de berekening wordt ‘Ans’ vervangen door het laatst berekende antwoord, dat hier 900 is.

Als we nu [ENTER] drukken zonder een nieuwe invoer op te geven, wordt het laatst ingegeven commando
opnieuw uitgevoerd. We tellen dus 150 op bij het laatst berekende antwoord (nu 1050, en niet meer 900!). Zo
vinden we dus V,. Als nog herhaaldelijk [ENTER] drukken, wordt het commando steeds opnieuw
uitgevoerd, met telkens het resultaat van de vorige berekening in de rol van ‘Ans’. Zo krijgen we dus V;, V,,
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Groei van de waterplanten

De gegevens over de groei van de waterplanten kunnen we vertalen in de beginvoorwaarde en
recursievergelijking

W,=8 en W, =W, ,-1.25,

die de meetkundige rij met algemene term W, =8-1.25" bepalen. Hierbij stelt W, de oppervlakte (in m?)
voor die ingenomen wordt door de waterplanten n weken na het begintijdstip.

Tabel en grafiek

Ook van deze discrete modellen kunnen we m.b.v. de grafische rekenmachine een tabel en grafiek maken.
We moeten de machine daarvoor eerst in SEQ-modus zetten: druk [MODE], verplaats de cursor met de
pijltjes naar SEQ op de vierde lijn en druk [ENTER] om de instelling van FUNC te veranderen in SEQ.
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In SEQ-modus ziet het Y=-scherm er anders uit: in plaats van ruimte voor 10 functies, is er ruimte voor drie
rijen, met standaardbenamingen u, v en w.
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Omdat de v en w passen bij de benamingen die we de veranderlijken gegeven hebben, maken we gebruik van
deze twee rijen. We geven aan dat de beginterm van de rij rangnummer 0 heeft door nMin gelijk te stellen
aan 1. Bij v en w geven we de algemene term in, zoals op onderstaande schermafdruk te zien is. Het symbool
n krijg je door de toets [X,T,0,n] te gebruiken. Deze toets heeft dus een ander effect in SEQ-modus dan in
FUNC-modus! Bemerk de schrijfwijze die door de rekenmachine gehanteerd wordt: V, en W, worden

genoteerd als v(n) en w(n), dus met haakjes i.p.v. met een onderindex. Voor de beginwaarden v(nMin) en
w(nMin) mag je niets invullen.
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We maken een tabel door via [2nd] [TBL SET] goede instellingen in te geven en [2nd] [TABLE] te drukken.
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Nu willen we de grafieken laten maken. We merken dat ook het WINDOW-venster gewijzigd is. Aangezien
het rangnummer n uitgezet wordt op de horizontale as geven we voor nMin en nMax min of meer hetzelfde
in als voor XMin en XMax (we zullen in een van de volgende paragrafen een grafische voorstelling van een
rij zien waarbij het van belang is dat we wel iets verschillends kunnen invullen). We zien beide grafieken op
de onderstaande schermafdruk rechts.
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Recursievergelijking en grafiek

We hebben de grafiek gemaakt door in het Y=-scherm de algemene term in te geven. Het kan ook door
gebruik te maken van de recursievergelijking en beginvoorwaarde. Dat zie je in de onderstaande
schermafdrukken (de accolades rond de beginwaarde worden automatisch door de rekenmachine geplaatst en
hoef je dus niet in te geven). De symbolen v en w moet je ingeven m.b.v. de kleine letter v en w die je vindt
linksboven de toetsen [8] en [9], dus via [2nd] [v] en [2nd] [w] en niet via [ALPHA] [V] en [ALPHA] [W].
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Gelijkmatig en versneld stijgen

Tot slot van deze paragraaf staan we er nog even bij stil hoe we de uitkomst van dit vraagstukje kunnen
begrijpen en in verband kunnen brengen met het verloop van beide rijen. Beide oppervlaktes nemen toe, wat
betekent dat beide rijen stijgend zijn. De oppervlakte van de vijver neemt gelijkmatig toe, elke week even
veel. De rij die de evolutie van de oppervlakte van de vijver beschrijft, is gelijkmatig stijgend. De andere rij
neemt niet gelijkmatig toe. De verschillen tussen opeenvolgende termen worden steeds groter. De
oppervlakte van de waterplanten neemt dus steeds sneller toe. Het gaat over een versneld stijgende rij. Dat
verklaart waarom de oppervlakte van de waterplanten de oppervlakte van de vijver uiteindelijk ‘inhaalt’, ook
al loopt de oppervlakte van de waterplanten aanvankelijk meer en meer *achterstand’ oploopt.

3. Medicijnspiegel
a. Evolutie van de hoeveelheid medicijn in het bloed

In het voorgaande voorbeeld werden rekenkundige en meetkundige rijen herhaald in de context van lineaire
en exponentiéle groei. Tevens werd aangegeven hoe je met rijen omgaat met de grafische rekenmachine. We
leerden de [ANS]-toets gebruiken in combinatie met de recursieve vergelijking om termen van de rij te
berekenen op het basisscherm. We toonden hoe je een tabel en grafiek van een rij kunt maken vertrekkend
van de algemene term of van de recursievergelijking en beginvoorwaarde.

Nu werken we met een voorbeeld waarin de recursievergelijking wat ingewikkelder is. We doen dit a.d.h.v.
een werktekst. De antwoorden op de vragen vind je in cursief tussen de vragen. De werktekst zonder de
antwoorden vind je in WORD-formaat op de T*-website. Natuurlijk hoef je deze leerstof niet per se in de
vorm van een werktekst te behandelen en kan je de werktekst ook gerust gebruiken als inspiratie voor een
onderwijsleergesprek hierover.
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Bij Jelle wordt een langdurige ziekte vastgesteld. Hij moet hiervoor een bepaald medicijn innemen.
Eén dosis bevat 1500 mg van de werkzame stof. Kort na de inname is de werkzame stof volledig
opgenomen in het bloed. Gedurende de volgende dagen verdwijnt ze langzaam uit het bloed: elke
dag vermindert de hoeveelheid werkzame stof in het bloed met 25%.

1. Noem h, de hoeveelheid werkzame stof in het bloed n dagen na de inname. Geef een
recursievergelijking met beginvoorwaarde voor de rij hy, h;, h,, ... Over welk type van rij gaat

het? Bereken de hoeveelheid werkzame stof in het bloed na 1, 2, 3, ..., 10 dagen. Maak ook een
grafiek van de rij. Geef tot slot de algemene term.

(De beginvoorwaarde is h, =1500 en de recursievergelijking is h, =0.75h,, . Het gaat over

een meetkundige rij. De hoeveelheid werkzame stof in het bloed na 1, 2, 3, ..., 10 dagen wordt
getoond in de onderstaande schermafdrukken:

De ondersta

15686 474, 6H93E7S
15686 295.957A51 3
Ans+A. 75 Z2EE. 5TV o
1125 2HA, 22558341
245,75 1508, 1693726
Ba2. 2125 112.627H294
2d . 47H2 7 2HG
ande schermafdrukken tonen de grafiek.
Flatl Flatz Flobz LW I OO
nMin=A nMin=A
“dCnaBA, Pokycn—1|| aMax=148
a _ Flotstart=1
WenMinaBL1260620)| PlotSter=1
A = ARiln= -2
uwinMina= amax=1a
ISR Lrscl=5
WT KOO
TPlotSter=1
amin= -2
amax=1H
A 1=
Ymin=-388
Ymax=17H86
Y=o 1=500A

De algemene term van de rij is h, =1500-0.75".)

Natuurlijk volstaat het niet dat Jelle één keer een dosis van het medicijn inneemt. Hij zal gedurende
een aantal maanden elke dag een dosis moeten innemen. Nu worden er dus twee fenomenen met
elkaar gecombineerd: tussen twee innames door verdwijnt een gedeelte van de werkzame stof
geleidelijk uit het bloed en bij de inname van een nieuwe dosis loopt de hoeveelheid werkzame stof
in het bloed op korte tijd zeer snel op.

Noem H, de hoeveelheid werkzame stof in het bloed n dagen na de eerste inname, net na de inname
van een nieuwe dosis.
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2. Bepaal Hy,, H; en H,.

(Het is duidelijk dat H, =1500. Tijdens de dag die volgt op de eerste inname neemt de
hoeveelheid werkzame stof in het bloed af tot 0.75-1500 mg =1125mg . Dan neemt Jelle een

nieuwe dosis van het medicijn, waardoor de hoeveelheid werkzame stof in zijn bloed op zeer
korte tijd met 1500 mg toeneemt tot 2625 mg. Zo vinden we dat H, =2625. De tweede dag
evolueert de hoeveelheid werkzame stof in het bloed op dezelfde manier: eerst een geleidelijke
afname tot 75% van de oorspronkelijke hoeveelheid en daarna een zeer snelle toename met
1500 mg zodat H, =0.75-2625+1500 = 3468.75 .)

Geef een recursievergelijking van de rij H,, H,, H,, ...

(De recursievergelijking is H, =0.75-H,, +1500. Bemerk dat deze recursievergelijking

gezien kan worden als een combinatie van de recursievergelijking van een rekenkundige rij en
die van een meetkundige rij: we vermenigvuldigen de voorgaande term steeds met eenzelfde
getal en tellen er daarna telkens eenzelfde getal bij op.)

Onderzoek de evolutie van de hoeveelheid werkzame stof in het bloed.

(We tonen verschillende manieren om de evolutie te onderzoeken. Je kan bijvoorbeeld termen
van de rij genereren op het basisscherm. De linkse schermafdruk toont de start. De rechtse toont
de hoeveelheid werkzame stof in het bloed na ongeveer een maand.

1566 3939, 397285
15HEA 23999, 547354
Aris+. 7o+ 156 23999, 6EHT7 S
2E2S 2399, Y4575
SdEE. ¥ o 2999, 29297
4181 .55625 2999, 355375
. 45376E. 171375 2999, 29275
Een andere mogelijkheid is het maken van een tabel:

F-1r-3-1t_1 F'EI:E Flats oy L) o LS
croEn, Teacn—1 ) T i it |Eaoas
y+15G08 T | e
urilina @41 560 y YEPB.E T RN
o ;| Chmam £E55
= »=H =37

De onderstaande schermafdrukken tonen de grafiek:

I T HOOI

Aamin=-5
Amax=d4H
secl=5

TFlotSter=1

Ymin=-18648
Ymax=2SHnEN
Vecl=1886

We stellen vast dat de rij stijgend is. De toenames nemen echter stelselmatig af. Daarom
spreken we over een vertraagd stijgende rij. Op langere termijn blijkt de hoeveelheid werkzame
stof in het bloed te stabiliseren rond 6000 mg. De rij heeft dus limietwaarde 6000.)

We hebben Jelle bij het begin van de kuur één dosis van het medicijn laten innemen. Hoe
evolueert de hoeveelheid werkzame stof als Jelle bij het begin van de kuur ineens twee, drie,
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vier, vijf, ... dosissen inneemt? Alleen de dosis op de eerste dag verandert; de volgende dagen
neemt hij gewoon één dosis in.

(De onderstaande schermafdruk toont het verloop als Jelle bij het begin 2 of 3 dosissen inneemt:

Flakl Flatz Flotz [
nMin=Q o e
Lyt dBA. PSR Cn—1 [

+1 5686

U akin2B386E
A =
wiakina=
L=

Flakl Flatz Flotz [
nMin=Q o e
Lyt dBA. PSR Cn—1 L.
+1 5686

U aiin 2 B456E
A =

wiakina=
L=

We stellen vast dat het verloop niet drastisch wijzigt: de rij is nog steeds vertraagd stijgend en
de limietwaarde blijft 6000. Alleen de beginwaarde verandert in 3000, respectievelijk 4500. De
limietwaarde lijkt onafhankelijk te zijn van de beginwaarde.

Hieronder zien we het verloop wanneer Jelle de eerste dag 5 dosissen inneemt:

Flatl Flotz Flot: E
nMin=A o5
O aBE. VS in—1 !

1+1 586

W aMinaB758E0E
=
wiakMina=
=

Het verloop is nu vertraagd dalend. Ook nu blijft de limietwaarde 6000.
De laatste schermafdruk toont het verloop wanneer Jelle de eerste dag 4 dosissen inneemt:

Flakl Flatz Flotz [
e b B T I | N TR
O aBE. VSR n—1 L

A+156860
UenMinyBeaaEl
LR =
winMina=
=

In dit geval blijft de hoeveelheid werkzame stof in het bloed constant. We kunnen dit ook
gemakkelijk begrijpen: op één dag verdwijnt er 25% van de 6000 mg werkzame stof uit het
bloed en dat is precies gelijk aan de hoeveelheid die er op het einde van de dag bijkomt door de
inname van een nieuwe dosis. Er is hier m.a.w. sprake van een evenwicht tussen de twee
processen.

We kunnen nu ook beter het verloop begrijpen in de andere gevallen. Zolang de hoeveelheid
werkzame stof in het bloed kleiner is dan 6000 mg, verdwijnt er in de loop van de dag minder
medicijn uit het bloed dan er bijkomt door de nieuwe inname. De hoeveelheid werkzame stof in
het bloed neemt daardoor dag na dag toe. Naarmate de hoeveelheid medicijn in het bloed echter
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dichter nadert tot 6000 mg, wordt het verschil kleiner tussen wat uit het bloed verdwijnt en wat

ingenomen wordt. Als de hoeveelheid werkzame stof in het bloed groter is dan 6000 mg,

verdwijnt er in de loop van de dag meer medicijn uit het bloed dan er bijkomt door de nieuwe
I__ inname, waardoor de hoeveelheid werkzame stof in het bloed dus kleiner wordt.) _J

b. Evenwicht en limietwaarde

Evenwicht en limietwaarde, rol van de beginwaarde

In de werktekst stelden we vast dat, wat de beginwaarde ook is, de hoeveelheid werkzame stof in het bloed
na verloop van tijd nagenoeg gelijk wordt aan de evenwichtswaarde. Als de beginwaarde niet gelijk is aan
6000, zal geen enkele term in de rij exact gelijk zijn aan 6000, maar het verschil wordt zo klein dat het in de
praktijk geen belang meer heeft. Daarom zeggen we dat de hoeveelheid werkzame stof in het bloed naar een
evenwicht evolueert.

Stabiel evenwicht

Veronderstel dat iemand het medicijn al heel lang inneemt. We mogen er m.a.w. van uitgaan dat de
evenwichtssituatie bereikt is. Neem aan dat hij op een bepaalde dag vergeet het medicijn in te nemen. Of dat
hij een bepaalde dag twee dosissen inneemt. Vanaf de volgende dag neemt hij opnieuw getrouw de
dagelijkse portie in. Dan zal de hoeveelheid werkzame stof in het bloed terug evolueren naar het evenwicht.
Met andere woorden: als het systeem eerst in evenwicht is en daarna uit evenwicht gebracht wordt, dan keert
het terug naar de evenwichtssituatie. We spreken daarom over een stabiel evenwicht.

Dynamisch evenwicht

We zouden kunnen denken dat er in de evenwichtssituatie niets meer verandert. Dat is echter niet het geval.
Integendeel, in de loop van de dag verdwijnt er nog altijd een gedeelte van de werkzame stof uit het bloed en
bij de inname van de volgende dosis schiet de hoeveelheid werkzame stof in het bloed plots weer omhoog.
Alleen is het zo dat er evenveel bijkomt als er verdwijnt, namelijk 1500 mg. Het zijn dus niet dezelfde
moleculen werkzame stof die in het bloed blijven, maar alleen de hoeveelheid medicijn in het bloed blijft
gelijk (tenminste in het discrete model, zie verder). We zeggen daarom dat er sprake is van een dynamisch
evenwicht.

Berekenen van het evenwicht (en de limietwaarde)

Het evenwicht kan op de volgende manier snel berekend worden. We zoeken een getal E waarvoor geldt dat
de (constante) rij met algemene term H_, = E voldoet aan de recursievergelijking H, =0.75H, , +1500.
Invullen geeft dat E moet voldoen aan de ‘evenwichtsvergelijking’ E =0.75E +1500. Hieruit vinden we
gemakkelijk dat E =6000.

Veronderstel nu dat het evenwicht bij een andere (bv. zwaardere) persoon op 7500 mg moet liggen. We
kunnen dat proberen te bereiken door de dagelijkse dosis aan te passen. De evenwichtsvergelijking wordt nu
E=0.75E+d, waarbij d de dagelijkse dosis is. Met E =7500 vinden we d=1875. Een andere
mogelijkheid zou er in kunnen bestaan te zorgen voor een vertraagde uitscheiding. Dan kunnen we de
dagelijkse dosis eventueel behouden. Met p het percentage werkzame stof dat dagelijks uit het bloed
verdwijnt, wordt de evenwichtsvergelijking dan

E= (1—le +1500.
100

Met E =7500 geeft dit p=20.
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Limietwaarde onafhankelijk van de beginwaarde

In het voorbeeld van de medicijnspiegel stellen we vast dat de limietwaarde gelijk is aan de
evenwichtswaarde. De evenwichtswaarde kunnen we berekenen uit de evenwichtsvergelijking. In de
evenwichtsvergelijking speelt de beginwaarde van de rij geen rol. De evenwichtsvergelijking is uitsluitend
gebaseerd op de recursievergelijking. Dat verklaart waarom de limietwaarde onafhankelijk is van de
beginwaarde.

Evenwicht?

In het geval van beginwaarde 6000 hebben we vastgesteld en beredeneerd dat er een evenwicht optreedt. Dat
is echter alleen het geval in het discrete model. In dat discrete model beschrijven we de hoeveelheid
werkzame stof in het bloed onmiddellijk na de inname (en opname in het bloed) van een nieuwe dosis.
Tussen twee innames door daalt de hoeveelheid werkzame stof in het bloed telkens. In het onderstaande
continue model van de situatie bij evenwicht is deze tussentijdse daling mee opgenomen:

6000-0.75' als0<t<1
6000-0.75'" alsl<t<?2

f(t)=
6000-0.75'% als2<t<3

s BEDOEHD . 355 | Hnine -, 25 |
S #* e min=-.
CHFRIACRCL mmax=4.45 . et
HEEV ER-13 Wzcl=1 B
wERY CE—2) Ymin=-180A i
wyBY4 CE—30 Ymax=201E
~MeBY CE—4 0 Yecl=18060
wWE= mrres=1

We geven eerst wat technische uitleg i.v.m. het ingeven van de vergelijking van de functie. Je merkt dat er
niet met één functie gewerkt wordt maar met verschillende functies. Dat is niet zo essentieel, maar wel
handig. Zo hoeven we de ongelijkheden immers slechts één keer in te typen. Laten we nu Kijken naar de
eerste functie die ingegeven is. Je merkt dat er twee keer gedeeld wordt door een ‘ongelijkheid’. Het intypen
van het ongelijkheidsteken gebeurt via [2nd] [TEST] TEST. Een dergelijke ongelijkheid kan op de TI-84
twee waarden aannemen, afhankelijk van de waarde van t. Voor t-waarden waarvoor de ongelijkheid klopt,
wordt de ongelijkheid vervangen door 1 en voor t-waarden waarvoor de ongelijkheid niet klopt door 0. Het
resultaat is dat we delen door 1 voor t-waarden met 0 <t <1 en door 0 anders. VVoor t-waarden met 0 <t <1
krijgen we dus gewoon de functiewaarde. VVoor andere t-waarden is de functiewaarde niet bepaald.

Herinner je dat het woord ‘continu’ in de context van wiskundige modellen op een andere manier gebruikt
wordt dan bij de studie van functies: het continue wiskundige model f is geen continue functie! De afname
tijdens de dag wordt gemodelleerd a.d.h.v. een dalende exaponentiéle functie en de zeer snelle opname van
de nieuwe dosis in het bloed door een ‘sprong’ in de grafiek. In de onderstaande schermafdrukken is de zeer
snelle opname anders gemodelleerd, namelijk door een zeer steil lijnstuk. De resulterende functie is nu wel
continu.

Flakl Flakz Flokz

Ny BEEBE*E, PSR

CHER DA LHT LD o o S e
~iz B 4566+] Sea6 || |
CH—B, 91 CRE G

=1

~MEEVY1CR—-12

~MMyBYeCxE—-12
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Als we de daling mee willen modelleren, hoeven we niet per se een beroep te doen op een continu model.
We kunnen natuurlijk ook werken met een discreet model met een kleinere tijdstap.

c. Expliciete vergelijking

Expliciete vergelijking
We zoeken een expliciete vergelijking voor H . De volgende uitdrukkingen drukken de eerste termen van
de rij uit in functie van H,:

H, =0.75-H, +1500

H, =0.75-H, +1500
=0.75-(0.75- H, +1500) +1500
=0.75% -H, +(0.75+1)-1500

H, =0.75-H, +1500
=0.75-(0.75% - H, + (0.75+1) -1500) + 1500
=0.75° - H, +(0.75° + 0.75+1)-1500

Het patroon in deze uitdrukkingen leidt tot de volgende formule voor H,:

H,=0.75"-H,+(0.75" +0.75"% +...+ 0.75+1)-1500.

Met behulp van de formule voor de som van een meetkundige rij kunnen we de som tussen de haakjes
eenvoudiger schrijven:

_ n
H, =0.75"-Hy + 197" 1500
1-0.75

Uitwerking hiervan geeft:

H, =(H, -6000)-0.75" + 6000 .

Met H, =1500 vinden we tot slot:

H, =-4500-0.75" + 6000 .

De grafiek verklaard

In de voorgaande paragrafen hebben we het verloop van deze rij kunnen vaststellen a.d.h.v. de grafiek. Met
behulp van de uitdrukking die we nu gevonden hebben, kunnen we het verloop van de rij nu ook begrijpen:

e Derijt, =0.75" kent een vertraagd dalend verloop, met beginwaarde 1 en limietwaarde O.
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e Toevoegen van de factor —4500 betekent dat we de grafiek eerst moeten spiegelen t.0.v. de horizontale
as en daarna verticaal moeten uitrekken met factor 4500 (waarbij we natuurlijk de schaal op de verticale
as aanpassen). De beginwaarde is —4500, de limietwaarde blijft 0 en de rij verloopt nu vertraagd
stijgend.

e Als we ten slotte de term 6000 toevoegen, moet de grafiek over 6000 eenheden omhoog schuiven.
Beginwaarde en limietwaarde verhogen met 6000 tot 1500 en, respectievelijk, 6000. Het vertraagd
stijgende verloop blijft behouden.

d. Algemene oplossing van de recursievergelijking

Algemene oplossing

Om de evolutie van de hoeveelheid medicijn in het bloed te kennen wanneer de beginwaarde een ander getal
dan 1500 is, hoeven we in

H,=(H,—-6000)-0.75" + 6000

voor H, enkel dat andere getal in te vullen. VVoor elke beginwaarde krijgen we een andere rij. Het enige wat

verandert, is de coéfficiént van 0.75". Alle rijen die we op deze manier vinden, hebben een expliciete
vergelijking van de vorm

H,=C-0.75" + 6000,
waarbij C een getal voorstelt.

De waarde van C hangt af van de beginwaarde: C =H, —6000. Sommige waarden van C corresponderen

met een negatieve beginwaarde of met een onrealistisch hoge beginwaarde en kunnen dus niet de evolutie
van de hoeveelheid medicijn in het bloed voorstellen. Maar puur wiskundig gezien voldoen al deze rijen aan
de recursievergelijking, wat ook de waarde van C is. Het zijn m.a.w. allemaal oplossingen van de
recursievergelijking. De recursievergelijking heeft dus oneindig veel oplossingen. Omdat we al deze
oplossingen kunnen voorstellen d.m.v. één formule spreken we over de algemene oplossing (in het
enkelvoud!) van de recursievergelijking.

Elke oplossing met een concrete waarde van C noemen we een particuliere oplossing van de
recursievergelijking.
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Verloop van de algemene oplossing

Het verloop van de algemene oplossing kunnen we op een gelijkaardige manier vinden als dat van de
particuliere oplossing in de vorige paragraaf.

e Het startpunt van de redenering is hetzelfde: de rij t, =0.75" kent een vertraagd dalend verloop, met
beginwaarde 1 en limietwaarde 0.

¢ Nu voegen we de factor C toe. Het effect daarvan hangt af van de waarde van C. We moeten de grafiek
verticaal vermenigvuldigen met factor |C| . Naargelang van de waarde van C wordt de grafiek uitgerekt

(IC| >1) of samengedrukt (|C| <1) in meerdere of mindere mate. De onderstaande schermafdruk toont de
grafieken voor C =3000, C =6000 en C =9000.

W T KOO

TPlotStart=1 ;
FlotSter=1 v
AMln="2. 3 oraci g s
Aamax=2H
AEc 1=
“Ymin= 9084
J4Nmax=981E4H

Als C negatief is, moeten we de grafiek bovendien ook spiegelen t.o.v. de horizontale as. De
onderstaande schermafdruk toont de grafieken voor C =-3000, C =—-6000 en C =-9000.

Het geval C =0 is een uitzondering. De grafiek bestaat dan uit punten op de horizontale as.

Als C >0 verloopt de rij vertraagd dalend, als C <0 vertraagd stijgend en als C =0 is de rij constant.
De limietwaarde is 0, ongeacht de waarde van C.

e Als we ten slotte de term 6000 toevoegen, moet de grafiek over 6000 eenheden omhoog schuiven. De
onderstaande schermafdrukken tonen de grafiek voor C =3000, C=6000 en C=9000 (links) en
C =-3000, C =-6000 en C =-9000 (rechts). Als C =0 zijn alle termen van de rij gelijk aan 6000.
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W T HOC

TRlotSter=1 2
AMin= 2.0 Znii
Amnax=2H sy

Yeol=1666 T N

Als C >0 verloopt de rij vertraagd dalend, als C <0 vertraagd stijgend en als C =0 is de rij constant.
De limietwaarde is 6000, ongeacht de waarde van C.

e. Een alternatieve grafische voorstelling

Webdiagram

Naast de ‘gewone’ grafische voorstelling uit de voorgaande paragraaf wordt voor (sommige) rijen ook een
andere grafische voorstelling gebruikt, die gebaseerd is op de recursievergelijking van de rij. Het gaat over
een zogenaamd webdiagram. We maken zo’n webdiagram m.b.v. de grafische rekenmachine. De
rekenmachine moet (uiteraard) in SEQ-modus staan. Verder stellen we via [2nd] [FORMAT] de machine in
op webdiagram (zie de linkse schermafdruk bovenaan). In het Y=-scherm geven we de recursievergelijking
en beginvoorwaarde in. Het tekenvenster stellen we in zoals aangegeven in de onderstaande
schermafdrukken.

Il v wnd Ll F'1-:-I:5I. Flokz Flokz
Aol atE FolarGC nMin=H
Coord Coord0f £ | |-un )83, Votuin—1
ElabW=NINY 5t 1icilr 1+15660
= Ally HxesOf f UeaMin2BL1588:
IRy Label0n| |-wini=N
wiakina=
A=
b THOC WIHOO
nMin=H TPlotSter=1
nMax=15 amin=-15H
Flot5tart=1 amax=142330
lot5ter=1 Asc1=1HE0
amin=-15H Ymin=-Z2E3AH
amax=142334 Ymax=7ad4H
Lrscl=10000 Ve l=1880A

Als we op [GRAPH] drukken, krijgen we de onderstaande ‘grafiek’ te zien.

In feite is de grafiek nog niet afgewerkt. VVoorlopig zien we alleen twee rechten. De rechte die door de
oorsprong gaat, is de eerste bissectrice (met vergelijking y=x). De andere rechte heeft vergelijking
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y=0.75x+1500. Bemerk dat deze vergelijking afgeleid is wvan de recursievergelijking
H,=0.75H,, +1500, waarbij H, vervangen is dooryen H,, door x.

Met behulp van [TRACE] beginnen we de webgrafiek verder op te bouwen. Na één keer drukken, ziet het
scherm er als volgt uit.

U= PR =10+1500

Wiz
n=1500 Y=n

Bovenaan is de recursievergelijking verschenen. Onderaan wordt een waarde voor n, X en y gegeven en op de
horizontale as duidt de cursor het punt met coérdinaten (1500, 0) aan, corresponderend met de getoonde x-

en y-waarde. De beginwaarde H, =1500 correspondeert hier dus met de x-codrdinaat van het punt dat door
de cursor aangeduid wordt.

Als we nu op het pijltje naar rechts drukken, wordt de grafiek verder opgebouwd.

U= P EuCo=-11+1 500

r
n=1kon LT

Vanuit het punt op de horizontale as is een verticaal lijnstukje getekend tot aan de rechte die gebaseerd is op
de recursievergelijking. De x- en y-waarde die onderaan getoond worden, zijn de codrdinaten van het
snijpunt van dit verticale lijnstuk en de rechte, dat door de cursor aangeduid wordt. We controleren dit door
1500 in te vullen voor x in de vergelijking y =0.75x+1500 . Deze y-coordinaat is echter ook gelijk aan H, !

De berekening die we moeten maken om H, te vinden, is immers net dezelfde: in de recursievergelijking
H, =0.75H,_, +1500 vullen we 1 in voor n en 1500 voor H, .

Als we nogmaals op het pijltje naar rechts drukken, wordt een horizontaal lijnstukje toegevoegd vanuit het
punt uit de vorige stap tot aan de eerste bissectrice.

u=0FEuln=-11+1500

':.-_.:1- e
n=chek Y=chek

De y-codrdinaat van de cursor verandert niet en omdat de cursor zich op de eerste bissectrice bevindt is de x-
coordinaat gelijk aan de y-codrdinaat. In deze stap wordt dus nog niet H, berekend, maar wordt H,
overgebracht naar de x-codrdinaat. Dat verklaart waarom de getoonde waarde van n gelijk blijft aan 1.

Nogmaals op het pijltje naar rechts drukken, voegt een nieuw verticaal lijntje toe, van de eerst bissectrice tot
aan de rechte die met de recursievergelijking correspondeert.

19



U=, PR =10+1 500

¥=z4geH.7t

De y-codrdinaat van de cursor is nu gelijk aan H, .

Als we op het pijltje naar rechts blijven drukken worden er afwisselend horizontale en verticale lijnstukjes
toegevoegd die van de ene naar de andere rechte gaan.

U=, PR =10+1 500

gy
M=CHOOg G126 Y=EOOR.612E

De grafische voorstelling die op deze manier ontstaat wordt een webdiagram genoemd. In de volgende
paragraaf zullen we merken waar de haam vandaag komt. Nu zou ‘trapdiagram’ een betere benaming zijn...
De trap waarvan sprake heeft treden die steeds kleiner worden en die onbeperkt naderen tot het snijpunt van
de twee rechten zonder het te overschrijden.

De termen van de rij corresponderen met de positie van de opeenvolgende verticale lijnen in het diagram. Je
kan ook kijken naar de hoogte van de horizontale lijnen. Elke term van de rij correspondeert namelijk ook
met een horizontale lijn, behalve de beginterm.

Verloop van de rij, limietwaarde, evenwichtswaarde en webdiagram

Het stijgende karakter van de rij wordt weerspiegeld in het omhoog lopen van de trap. De kleiner wordende
treden tonen dat de rij steeds trager stijgt.

Op de figuur stellen we vast dat de treden van de trap onbeperkt naderen tot het snijpunt van de twee rechten.
Dat snijpunt kunnen we eenvoudig berekenen door het stelsel

y =0.75x +1500
y=X

op te lossen. Via gelijkstelling van de rechterleden vinden we een vergelijking met x als enige onbekende:
x=0.75x +1500 . Op de naam van de onbekende na is dat de evenwichtsvergelijking uit paragraaf 3.b. De
oplossing voor x is 6000, de limietwaarde of evenwichtswaarde van de rij. Het snijpunt van de twee rechten
is bijgevolg (6000, 6000) . We vinden hier dus een nieuwe manier om de evenwichtswaarde te berekenen,

namelijk via het snijpunt van de twee rechten in het webdiagram (of trapdiagram).

Andere beginwaarden

Als we de beginvoorwaarde veranderen, krijgen we een ander web- of trapdiagram. Als H, =3000 of
H, = 4500, verandert het trapdiagram heel weinig. Ook dan loopt de trap omhoog, worden de treden kleiner

en kleiner en naderen ze onbeperkt tot het snijpunt van de twee rechten. Het enige verschil is dat de trap wat
verder naar rechts start. Omdat het trapdiagram voor H, = 7500 geen duidelijke figuur geeft, maken we het
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trapdriagram voor H, =12000 (in een aangepast tekenvenster). We stellen vast dat de trap nu naar onder
loopt en Kkleiner wordende treden heeft die onbeperkt naderen tot het snijpunt van de twee rechten. Dat is in
overeenstemming met wat we verwachten: een vertraagd dalende rij met limietwaarde 6000. Het trapdiagram
voor H, =7500 verschilt hier alleen van doordat het dichter bij het snijpunt start.

Flatl Flotz Flot: WIHOO u=0. 7 Ekula-11+1500
nMin=@ TPlotSter=1

mUCmaBE. PSkuin—1 || Rmin=-326

1+1 586 mmax=297ea

WinMinaB1Z28080 Asc1=1H0A0

= Ymin=-41cH

winMina= Ymax=12o0H -

= Y=o l=1000H MZROOY.515F Y=EOOY4.5153

Als H,=6000 krijgen we een heel andere figuur. Voor de onderstaande schermafdrukken hebben we
gebruik gemaakt van het oorspronkelijke tekenvenster.

Flakl Flatz Flotz u=0.PEkula=11+1500
niin=a

Lyt dBA. PSR Cn—1
+1 5686

U aiin 2 BeaEE
A =

wiakina=
L=

Y=a0nn

In dit geval herleidt de trap zich tot één punt, het snijpunt van de twee rechten. Dat is in overeenstemming
met wat we weten: als H, =6000, is de rij constant.

Iteratie; limietwaarde, evenwichtswaarde en vast punt van een functie

Voor het webdiagram maken we gebruik van twee rechten, de eerste bissectrice (met vergelijking y=x) en
de rechte met vergelijking y =0.75x+1500 (gebaseerd op de recursievergelijking H, =0.75H, , +1500).

Deze tweede rechte kunnen we opvatten als de grafiek van de eerstegraadsfunctie f met vergelijking
f (x) =0.75x+1500. De recursievergelijking kunnen we nu schrijven als H, = f(H,_;) . De termen van de

rij vinden we dan door de functie f herhaaldelijk toe te passen op de beginwaarde:

Hy = f(Ho)
H, = F(f(Ho)
Hy = f(F(f(H,))

Het genereren van de termen van de rij is dus een iteratief proces (zie bv. [14, p. 47]). De limietwaarde (of
de evenwichtswaarde) is de oplossing van de vergelijking x= f(x), dw.z. dat de limietwaarde of

evenwichtswaarde dus een getal is dat door de functie f op zichzelf afgebeeld wordt. We zeggen dat de
limietwaarde of evenwichtswaarde een vast punt, een dekpunt of een stationair punt van de functie f is. We
merkten eerder op dat het hier gaat over een stabiel evenwicht: als we de hoeveelheid werkzame stof in het
bloed uit evenwicht brengen, keert de hoeveelheid na verloop van tijd terug naar het evenwicht. Daarom
noemen we het vaste punt een aantrekkend vast punt.
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4. Een discreet, dynamisch marktmodel

Een statisch marktmodel

Bij een economie die steunt op het principe van de vrije markt, wordt de prijs van een product bepaald door
vraag en aanbod. Bij een hoge prijs zullen veel producenten bereid gevonden worden om het goed te
fabriceren, maar zullen slechts weinig consumenten het product willen aankopen. De aangeboden
hoeveelheid zal dan groter zijn dan de gevraagde hoeveelheid. Als de prijs laag is, dan zal het aanbod laag
zijn en de vraag hoog. In dit geval ontstaat er een tekort op de markt. De prijs die voor het product gevraagd
wordt, is daarom de prijs waarbij de gevraagde hoeveelheid en de aangeboden hoeveelheid aan elkaar gelijk
zijn. Deze prijs wordt de evenwichtsprijs genoemd. De hoeveelheid die verkocht wordt, is de
evenwichtshoeveelheid.

Het verband tussen de prijs p van een zeker product en de hoeveelheid v die van dat product verkocht kan
worden, wordt beschreven door de vraagfunctie. We zullen in deze paragraaf veronderstellen dat de
vraagfunctie v=360-0.5p 1 als vergelijking heeft. Het verband tussen de hoeveelheid a die aangeboden

wordt en de prijs p wordt beschreven door de aanbodfunctie. In deze paragraaf heeft de aanbodfunctie
a=-20+0.45p 2 als vergelijking. De evenwichtsprijs is de prijs waarbij de gevraagde hoeveelheid v en de
aangeboden hoeveelheid a aan elkaar gelijk zijn en is dus de oplossing van de vergelijking
360—-0.5p=-20+0.45p 3. Zo vinden we dat de evenwichtsprijs in dit voorbeeld gelijk is aan 400

geldeenheden. Bij wijze van controle berekenen we de gevraagde en de aangeboden hoeveelheid bij deze
prijs. We vinden in beide gevallen een hoeveelheid van 160 eenheden.

Het marktmodel uit de vorige alinea's geeft een 'ideale’ prijs van het product. Uitgaande van allerlei gegevens
hebben we een vergelijking opgesteld met als oplossing een getal, namelijk de evenwichtsprijs. In dit model
is de tijd buiten beschouwing gelaten. We krijgen dus geen zicht op een eventuele evolutie die de prijs
doormaakt. We hebben te maken met een statisch marktmodel.

In de realiteit speelt de tijd om verschillende redenen echter vaak wel een rol en zal de prijs evolueren. Een
marktmodel waarbij dit in rekening gebracht wordt, is een dynamisch marktmodel. In een dynamisch
marktmodel hangt de prijs af van de tijd. We kunnen de tijd hierbij als een discrete of als een continue
veranderlijke opvatten. In het eerste geval wordt de prijsevolutie beschreven door een rij en spreken we over
een discreet dynamisch marktmodel. Dit is het standpunt dat we hier innemen.

In deze paragraaf werken we een discreet dynamisch marktmodel uit: uitgaande van allerlei gegevens stellen
we een recursievergelijking met beginvoorwaarde op en lossen we deze op. De oplossing hiervan is een rij
die de evolutie van de prijs beschrijft.

Gegevens van het discrete dynamische marktmodel

In het statische marktmodel uit de vorige paragraaf zochten we een onbekend getal, namelijk de
(evenwichts)prijs van het goed. In een discreet dynamisch model is de onbekende een rij van prijzen (we
willen namelijk weten hoe de prijs in de tijd evolueert). Daarom passen we de notatie voor de prijs aan. We
noteren de prijs na verloop van n tijdseenheden als p, . De beginterm van de rij geeft de prijs weer die nu,

d.w.z. na verloop van 0 tijdseenheden, van kracht is. De beginterm is dus de term met rangnummer 0.

Ook de gevraagde en de aangeboden hoeveelheid variéren. De gevraagde hoeveelheid na verloop van n
tijdseenheden noteren we als v, en de aangeboden hoeveelheid na verloop van n tijdseenheden als a, . We

passen het verband tussen de vraag en de prijs dan ook als volgt aan:

v, =360-0.5p,4

voor elk natuurlijk getal n. Deze vergelijking drukt een verband uit tussen de vraag en de prijs, beide na
verloop van n weken. Voor het aanbod gaan we er van uit dat het aanbod op een bepaald ogenblik niet
afhangt van de prijs op hetzelfde ogenblik, maar van de prijs één tijdseenheid vroeger. In ons model reageert
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het aanbod dus met een zekere 'vertraging' op de prijs. Bij veel producten moet de beslissing om iets te
produceren immers reeds genomen worden enige tijd voor het product te koop aangeboden wordt. We
kunnen hier bijvoorbeeld denken aan het verbouwen van een landbouwgewas: de landbouwer neemt de
beslissing om een bepaald gewas te telen immers één jaar vaor hij het product op de markt brengt. Als we
uitgaan van deze hypothese, wordt het verband tussen aanbod en prijs gegeven door:

a, =—-20+0.45p, ,5

voor elk natuurlijk getal n>1. We veronderstellen nu dat de evenwichtsvoorwaarde uit het statische
marktmodel (de aangeboden en de gevraagde hoeveelheid zijn aan elkaar gelijk, a=v) op elk ogenblik
voldaan is, dit wil zeggen

a,=Vv,6

voor elke waarde van n. Dit betekent dat we aannemen dat de aangeboden hoeveelheid volledig van de hand
gedaan wordt, desnoods aan een lagere prijs dan voorzien. De producent bewaart dus geen deel van zijn
productie om pas later te verkopen (bijvoorbeeld omdat het een bederfbaar product betreft).

Tot slot veronderstellen we dat het product aanvankelijk aangeboden wordt tegen een prijs van 200
geldeenheden, d.w.z.

P, = 200.

A.d.h.v. de volgende werktekst onderzoeken we hoe de prijzen evolueren. We zoeken de rij van prijzen
waarvoor alle bovenstaande onderstellingen geldig zijn en onderzoeken het verloop van deze rij.

[ Bl

Een discreet, dynamisch marktmodel

In een discreet, dynamisch marktmodel onderzoeken we hoe de prijs, de gevraagde en de
aangeboden hoeveelheid evolueren in de tijd. We vatten de tijd hierbij op als een discrete grootheid,
d.w.z. dat we de tijdstippen voorstellen door natuurlijke getallen en geen rekening houden met
tussenliggende tijdstippen. De prijs, de gevraagde hoeveelheid en de aangeboden hoeveelheid op
tijdstip n noteren we door p,, respectievelijk v, en a,. Het product dat we onderzoeken heeft een

lange productietijd. Daardoor is het aanbod op tijdstip n gebaseerd op de prijs op tijdstip n—1. Het
gaat bovendien over een bederfbaar product zodat er geen voorraden opgebouwd worden. Meer
bepaald worden de verbanden tussen p,, v, en a, beschreven door de volgende vergelijkingen:

(1) vraagvergelijking: v, =360-0.5p, voor alle natuurlijke getallen n.

(2) aanbodvergelijking: a, =-20+0.45p,_, voor alle natuurlijke getallen n>1.
(3) evenwichtsvergelijking: a, =v, voor alle natuurlijke getallen n.

(4) beginwaarde: p, =200.

1. Stel met behulp van deze vergelijkingen een recursievergelijking op voor de rij van de prijzen,
d.w.z. druk p, uit in termen van p,, door de vraagvergelijking, aanbodvergelijking en

evenwichtsvergelijking met elkaar te combineren.
(Door (1) en (2) in te vullen in (3) en uit te werken, vinden we: p, =-0.9p, , +7607.)

2. Onderzoek de evolutie van de prijs via berekeningen op het basisscherm. Probeer de
prijsevolutie in woorden te beschrijven.

(De onderstaande schermafdrukken tonen de berekeningen op het basisscherm.
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" 268,78 " 297. 683497

We stellen vast dat de prijs afwisselend stijgt en daalt. De prijs kent dus een schommelend
verloop. Verder stellen we vast dat de schommelingen steeds kleiner worden. Daarom zeggen
we dat de prijs gedempt schommelt. Tot slot merken we dat de prijs na verloop van tijd
stabiliseert rond 400 geldeenheden. Daarom kunnen we vermoeden dat de rij van de prijzen
convergeert naar 400.)

Maak een tabel en een ‘gewone’ grafiek van de evolutie van de prijzen.
(De onderstaande schermafdrukken tonen de tabel.

Flakl Flokz Flotz o LS o in
niin=8 M| o0 %5 %0549
LB A, 9y -1 1 CHO e Qil.0G
T+ TER z z=8 EJ: 30G.3C
: g EyC. g L 4z .ze
_uEnwln}EEBE : 2678 iy 387.04
A= : .
Lt nMip = & zOz.71 Il:jh z07.61
A= n=H n=dq42

Voor het maken van de grafiek moeten we de rekenmachine terug instellen op het tekenen van de

‘gewone’ grafiek, in rekenmachineterminologie: de TIME-grafiek. Dat doen we m.b.v. [2nd]
[FORMAT].

WIHOOL
TPlotSter=1
amin=-1
AMAX=AZ . D
A 1=
Ymin=-2H
Ymax=6HHA
Y=o l=1860

Het schommelende verloop van de rij komt niet goed naar voor in deze grafiek. Daarom laten
we opeenvolgende punten van de grafiek verbinden met een lijnstukje. Dat doen we door in het

Y=-scherm de cursor voor u(n) te plaatsen en met [ENTER] de drie puntjes te wijzigen in een
lijnstukje.

Flakl Flatz Flotz
»Min=A

U dB -H. g Cn—1
A+7EE
HCnMinaBLZ2E80
LR =

winMina=

= !

Op deze manier komt het schommelende verloop veel duidelijker naar voor.)

Gebruik de recursievergelijking om de evenwichtswaarde exact te berekenen. Controleer je
berekening door de evolutie van de prijs te onderzoeken wanneer de beginwaarde gelijk is aan
de evenwichtswaarde. Zie je een verband met het overeenkomstige statische marktmodel?
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(De evenwichtswaarde E voldoet aan de vergelijking E =-0.9E +760. Zo vinden we dat de
evenwichtswaarde gelijk is aan 400, de vermoedelijke limietwaarde. Als we de beginwaarde
gelijk nemen aan 400, stellen we vast dat de prijs inderdaad constant blijft. De
evenwichtswaarde uit het dynamische marktmodel is dezelfde als de evenwichtsprijs uit het
statische marktmodel.)

Onderzoek experimenteel of het hier over een stabiel evenwicht gaat.

(We vullen voor de beginwaarde enkele andere waarden dan 400 in en stellen vast dat de prijs
telkens naar de evenwichtswaarde terugkeert.)

Bepaal de expliciete vergelijking voor de prijs. Ga daarvoor tewerk zoals in paragraaf 3.c.
(Eerst drukken we de eerste termen van de rij uit in functie van p, :

p, =-0.9-p, +760

p, =-0.9-p, +760
=-0.9-(-0.9- p, +760) + 760
=(-0.9)*- p, +(-0.9+1)-760

p; =-0.9-p, +760
=-0.9-((-0.9)* - p, + (-0.9+1) - 760) + 760
=(-0.9)%- p, + ((-0.9)% +(-0.9) +1) - 760

Op basis van het patroon in deze uitdrukkingen vinden we de volgende formule voor p,,:

p, =(=0.9)" - py + ((-0.9)"" +(-0.9)"? +...+ (-0.9) +1)- 760 .

De som tussen de haakjes is een partieelsom van een meetkundige rij en kunnen we eenvoudiger
schrijven, wat tot de volgende uitdrukking leidt:

1-(~0.9)"
1-(-0.9)

P, =(-0.9)" - p, + -760 .

Uitwerking hiervan geeft:
H, =(p, —400)-(-0.9)" +400.
Met p, =200 vinden we tot slot:

p, =—200-(-0.9)" +400.)

Bouw de grafiek op in stappen zoals in paragraaf 3.c.
(We starten van een eenvoudige rij en bouwen de expliciete vergelijking stap voor stap op:

e Derij t, =(-0.9)" kent een gedempt schommelend verloop (omdat het grondtal negatief is
en in absolute waarde kleiner dan 1). De beginwaarde is 1 en de limietwaarde is 0.

e Als we de factor —200 toevoegen, moeten we de grafiek eerst spiegelen t.0.v. de horizontale
as en daarna verticaal uitrekken met factor 200. De beginwaarde is nu —200, de
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10.

limietwaarde blijft 0 en de rij blijft gedempt schommelend verlopen. De onderstaande figuur
toont de grafiek (waarbij we natuurlijk de schaal op de verticale as aangepast hebben).

e Tot slot voegen we de term 400 toe. De grafiek moet nu over 400 eenheden omhoog
schuiven. De beginwaarde en de limietwaarde verhogen met 400 tot 200 en, respectievelijk
400. Het gedempt schommelende verloop blijft behouden.

Op deze manier kunnen we het verloop van de grafiek goed begrijpen.)
Maak een webdiagram.

(De onderstaande schermafdrukken tonen het resultaat. Vergeet de machine niet terug in te
stellen op het tekenen van WEB-diagrammen m.b.v. [2nd] [FORMAT]. Let er ook op dat je
gebruik maakt van de recursievergelijking en beginvoorwaarde en niet van de expliciete
vergelijking.

W T HOQ u= -.9kuln-11+750

Ymax=7FED e
Vacl=1060 M=riA.09d  Y=CiA.098

Het webdiagram neemt nu niet de vorm aan van een trap, maar wel degelijk van een web. In dit
webdiagram liggen opeenvolgende horizontale lijnstukjes afwisselend hoger en lager.
Opeenvolgende verticale lijnstukjes liggen afwisselend verder en minder ver naar rechts. De
horizontale en verticale lijnstukjes vormen een spiraal die naar binnen toe draait rond het
snijpunt van de twee rechten.)

Geef de algemene oplossing van de recursievergelijking en bespreek het verloop ervan.

(In H,=(p,—400)-(-0.9)" +400 vervangen we p,—400 door C zodat we krijgen:
H,=C-(-0.9)"+400. Als C=0, gaat het over een gedempt schommelende rij met
limietwaarde 400. Als C =0, is de rij constant.)

Veronderstel dat de coéfficiént 0.45 in de aanbodvergelijking verandert in 0.5. Hoe evolueert de
prijs dan?

(De recursievergelijking wordt p, =-p,_ +760. De onderstaande schermafdrukken tonen de
TIME-grafiek en het webdiagram.
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11.

12.

- u=-1.0fucn=-11+7610
i . A

De prijs kent nog steeds een schommelend verloop, maar de schommelingen blijven nu altijd
even groot. We spreken over een gelijkmatig schommelend verloop. We kunnen het verloop ook
op een andere manier beschrijven: er zijn twee waarden voor de prijs en de prijs is afwisselend
gelijk aan de ene en de andere waarde. De prijs evolueert periodiek met periode 2.)
Veronderstel dat de coéfficiént 0.45 in de aanbodvergelijking verandert in 0.55. Hoe evolueert
de prijs dan?

(De recursievergelijking wordt p, =-1.1p,, +760. De onderstaande schermafdrukken tonen
de TIME-grafiek en het webdiagram.

=7 .,
1 Y=EmN

u=-1.14uln=-11+7a0

A

I '| _|_ | e
n=rE.0H0G ¥Y=rE.0H0B

De prijs kent nog steeds een schommelend verloop, maar de schommelingen worden nu groter
en groter. We spreken over een explosief schommelend verloop. In het wiskundige model wordt
de prijs na verloop van tijd negatief. In de realiteit kan dat natuurlijk niet gebeuren. Het
schommelende verloop zorgt er voor dat het webdiagram een web is. De spiraal gevormd door
de horizontale en verticale lijnstukjes draait nu naar buiten toe, weg van het snijpunt van de
twee rechten.)

Wat kan je vertellen over de limietwaarde en de evenwichtswaarde in de situaties uit vraag 10 en
11?

(In vraag 10 is er geen limietwaarde. In vraag 11 beschrijft het marktmodel de realiteit al na
een aantal termen niet meer en heeft de vraag naar een limietwaarde vanuit dat oogpunt geen
betekenis. Vanuit zuiver wiskundig standpunt heeft het wel zin om naar een limietwaarde te
vragen, maar is er geen limiet.

In beide gevallen is er wél een evenwichtswaarde! Je kan ze bijvoorbeeld berekenen via het
snijpunt van de twee rechten in het webdiagram. Dat geeft evenwichtswaarde 380 in vraag 10.
In vraag 11 is de evenwichtswaarde 760/2.1=361.904...~361.9. In beide gevallen gaat het

over een labiel evenwicht: als de prijs uit evenwicht gebracht wordt, keert de prijs niet naar het

evenwicht terug.)
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5. Lineaire recursievergelijkingen van de eerste orde met constante
coéfficiénten en constant rechterlid

Lineaire recursievergelijkingen van de eerste orde met constante coéfficiénten en constant
rechterlid

De recursievergelijkingen

V, =V, +150, W, =1.25W, ,, H, =0.75-H,_, +1500 en p, =-0.9p, , + 760

die we in de vorige paragrafen ontmoetten, zijn van de vorm

t,=at,, +b,

met a en b getallen en a verschillend van 0. Recursievergelijkingen die we in deze vorm kunnen schrijven,
noemen we lineaire recursievergelijkingen van de eerste orde met constante coéfficiénten en constant
rechterlid.

Dat deze recursievergelijkingen van de eerste orde zijn, betekent dat we in het rechterlid slechts teruggaan
tot de onmiddellijk voorgaande term t . Bij de recursievergelijking die de bekende rij van Fibonacci
beschrijft, namelijk t, =t,, +t, ,, bevat het rechterlid niet alleen t,;, maar ook t,,. Daarom is die
recursievergelijking van de tweede orde.

Deze andere elementen uit de benaming verwijzen naar de equivalente vorm

t,—at,, =Db

waarin we de lineaire recursievergelijkingen van de eerste orde met constante coéfficiénten en constant
rechterlid kunnen schrijven. Het woord lineair verwijst naar het feit dat het linkerlid in de equivalente vorm
een lineaire combinatie van t, en t, , is. De coéfficiénten van deze lineaire combinatie zijn 1 en —a. De

coéfficiénten zijn dus constant. Het rechterlid b is eveneens constant. Een voorbeeld van een niet-lineaire
recursievergelijking is t, = (1+b)t,_, —bt?, (met b een positief getal), die we verderop zullen bestuderen.
Een lineaire recursievergelijking met variabele coéfficiénten is bijvoorbeeld t, —nt, , =0. De oplossing van
deze recursievergelijking met beginwaarde t, =1 is de rij met algemene term t, =n!. Een voorbeeld van een
lineaire recursievergelijking met constante coéfficiénten maar variabel rechterlid is t, —t,_; =n.

Algemene oplossing

Een berekening in de stijl van paragraaf 3.c. geeft de expliciete vergelijking van de oplossing met

beginwaarde t;:
tnz[to— b j-a“+ b :
1-a 1-a

tenminste als a=1. De algemene oplossing wordt kortweg geschreven als

t,=C-a" +L,
l1-a

waarbij C een willekeurig getal voorstelt. Als a=1, zijn de oplossingen de rekenkundige rijen met expliciete
vergelijking
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t,=t,+bn=C+bn.

Deze formules kunnen alleen gebruikt worden als de coéfficiénten en het rechterlid constant zijn!

Verloop

Het verloop van een oplossing hangt af van de waarde van a, b en C. In de vorige paragrafen hebben we
nagenoeg alle mogelijkheden ontmoet:

e vertraagd/gelijkmatig/versneld stijgen of dalen;

e gedempt/gelijkmatig/explosief schommelen;

e constant.

Als |a|<1 hebben alle oplossingen een gemeenschappelijke limietwaarde, namelijk % en is die gelijk

aan de evenwichtswaarde, die stabiel is. Zoals in paragraaf 3.e kunnen we aan de recursievergelijking de
eerstegraadsfunctie f met vergelijking f(x)=ax+b associéren, zodat t =f(t)), t,="f(f(ty)),

t; = f(f(f(ty))), ... De evenwichtswaarde is een aantrekkend vast punt van f.
Als |a| >1 is er geen limietwaarde (behalve in het triviale geval dat C =0). Er is wel een evenwichtswaarde,

ook L , die echter niet stabiel is. De evenwichtswaarde is een afstotend vast punt van f.

Ook als a=-1 is er geen limietwaarde (behalve in het triviale geval dat C=0) en is er wel een
evenwichtswaarde, namelijk b/2, die niet stabiel is. De oplossingen zijn periodiek met periode 2 (behalve

als C=0).

Als a=1 en b=0, hebben de oplossingen geen limietwaarde en geen evenwichtswaarde. Als a=1 en
b =0, is elke oplossing constant. Dat betekent dat alle getallen dan evenwichtswaarden zijn.

Oplossen van recursievergelijkingen

De recursievergelijkingen uit de vorige paragrafen hebben we opgelost a.d.h.v. een redelijk lange berekening
(cfr. paragraaf 3.c en opdracht 6 uit de werktekst in paragraaf 4). Nu we beschikken over algemene formules
voor de algemene oplossing van een lineaire recursievergelijking van de eerste orde met constante
coéfficiénten en constant rechterlid, kunnen we deze vergelijkingen sneller oplossen. We geven een
voorbeeld.

Stel dat we de rij willen vinden die voldoet aan de recursievergelijking t, =0.25t, +3 en waarvan de
beginwaarde gegeven wordt door t, =2. Dan bepalen we eerst de algemene oplossing door een van de
bovenstaande formules toe te passen:

3

t =C-0.25" +

=C-0.25" +4.
25

Vervolgens bepalen we de waarde van C m.b.v. de gegeven beginwaarde:

eis
t, =C-025°+4=C+4=2,

waaruit we vinden dat C =-2. We besluiten dat t, =—-2-0.25" + 4.
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Het homogene geval

Als de coéfficiént b in de recursievergelijking O is, is het rechterlid in de equivalente vorm gelijk aan 0. In
dat geval wordt de recursievergelijking homogeen genoemd. Voluit: een recursievergelijking die in de vorm
t, =at,_, of, equivalent, t, —at, , =0 geschreven kan worden, noemt men een homogene lineaire recursie-
vergelijking van de eerste orde met constante coéfficiént. De algemene formule blijft van toepassing, maar
een van de twee termen in de oplossing verdwijnt. De algemene oplossing wordt gegeven door alle
meetkundige rijen met reden a.

Een recursievergelijking waarvan de coéfficiént b niet 0 is, wordt een volledige recursievergelijking
genoemd. Bij het type dat we bestuderen, is er een mooi verband tussen de oplossing van de volledige
recursievergelijking en de bijbehorende homogene recursievergelijking: de algemene oplossing van de
volledige recursievergelijking is de algemene oplossing van de homogene recursievergelijking plus een
(goed gekozen) constante (als a =1).

6. Oefeningen

Opgaven

1. Bij het begin van het jaar 2000 telde Belgié (afgerond) 10 280 000 inwoners. Als we migratie buiten
beschouwing laten, neemt het aantal inwoners over elke periode van 20 jaar met 16% af. Het aantal
inwoners na n periodes van 20 jaar stellen we voor door B, .

a. Geef een recursievergelijking voor B, .

b. Geef zo nauwkeurig mogelijk de benaming van het type van de recursievergelijking uit vraag a).

Op basis van cijfers van het N.I.S. hebben we berekend dat er in een periode van 20 jaar een
migratiesaldo is van (afgerond) 550 000 personen (het migratiesaldo is het verschil tussen het aantal
inwijkelingen en het aantal uitwijkelingen). Dan wordt de evolutie van het aantal inwoners bepaald door
de recursievergelijking B, =0.84B,_, +550 000 (we gaan er voor de eenvoud van uit dat deze personen
het land in één keer binnenkomen helemaal op het einde van de periode van 20 jaar, wat in realiteit
natuurlijk niet het geval is).

c. Geef de particuliere oplossing van deze recursievergelijking.
d. Maak een webdiagram.

e. Beschrijf het verloop van de particuliere oplossing in woorden.
f

Hoeveel zou het migratiesaldo moeten bedragen opdat de bevolking constant gelijk zou blijven aan
10 280 000?

2. Op een perceel staan er nu 3000 kerstbomen. Een boomkweker moet beslissen hoeveel bomen er
jaarlijks gekapt kunnen worden en hoeveel nieuwe aanplant er nodig is. Hij zal niet alle bomen in één
keer kappen want dan heeft hij de eerstvolgende jaren geen opbrengst. Hij besluit elk jaar 10% van de
bomen te kappen en er dan weer 450 aan te planten. Hij plant dus meer dan hij kapt om zijn opbrengst op
termijn te verhogen. Op het perceel is namelijk plaats voor 5000 bomen. Noem het aantal bomen dat na
n jaar op het perceel staat B, .

a. Laat zien dat je uit de tekst kunt halen dat B
B, =0.9B,_; +450 met beginvoorwaarde B, = 3000.

b. Maak een webdiagram.
c. Bepaal de particuliere oplossing en beschrijf het verloop ervan in woorden.

De achterkleinzoon neemt de zaak over. Hij heeft bedenkingen bij de handelswijze van zijn
voorvaderen. Niet het hele perceel wordt benut. Er is immers plaats voor 5000 bomen. Kun je er
voor zorgen dat het evenwicht op 5000 komt te liggen door

voldoet aan de recursievergelijking

n
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i. een verandering aan te brengen in het aantal nieuwe bomen dat aangeplant wordt (en verder
alles ongewijzigd te laten)

ii. een verandering aan te brengen in het percentage dat gekapt wordt (en verder alles ongewijzigd
te laten).

e. Door een ongeval kan de achterkleinzoon in een bepaald jaar slechts 400 nieuwe bomen aanplanten.
Daardoor raakt het systeem tijdelijk uit evenwicht. De kleinzoon blijft echter bij zijn werkwijze. Hoe
evolueert het aantal bomen?

3. Sjarel gaat met pensioen. Hij heeft zijn hele leven hard gewerkt en geregeld wat geld opzij gelegd. Op de
dag dat hij met pensioen gaat, staat er op zijn spaarrekening 100 000 EUR. Deze rekening brengt
maandelijks 0.25% intrest op (die bij het bedrag op de rekening gevoegd wordt). Elke maand
(onmiddellijk na het toekennen van de intrest en voor de eerste keer nadat hij een maand op pensioen is)
haalt Sjarel 1000 EUR van de rekening. Noem B, het bedrag dat op de rekening staat nadat Sjarel voor

de n-de maal geld van de rekening afgehaald heeft.

a. Welk bedrag staat er op de rekening nadat Sjarel voor de derde maal geld van de rekening gehaald
heeft?

Toon aan dat B, =—-300 000-1.0025" + 400 000.

Geef een beschrijving in woorden van de evolutie van het bedrag dat op de rekening staat.

Wanneer kan Sjarel voor het laatst 1000 EUR van de rekening halen?

Hoeveel zou Sjarel minimaal gespaard moeten hebben (i.p.v. de opgegeven 100 000 EUR) opdat de

rekening nooit leeg zou raken?

4. Een relatief nieuw product wordt verkocht op een markt met 50 000 potentiéle klanten. We werken met
een discreet model voor de evolutie van het aantal effectieve klanten en werken met tijdseenheden van
een maand. Het aantal effectieve klanten binnen n maanden stellen we voor door a, . We gaan ervan uit
dat het aantal nieuwe Kklanten dat er in de loop van een maand bijkomt, evenredig is met het aantal
potentiéle klanten die het product nog niet bezaten in het begin van die maand. Op dit ogenblik zijn er
6 250 Kklanten die het product bezitten en binnen 2 maanden verwachten we dat er 22 000 klanten zullen
zijn.

a. Druk a, uitin functie van n.

T o o0 o

b. Maak een grafiek van de rij die de evolutie van het aantal klanten beschrijft.
c. Het aantal nieuwe klanten in de n-de maand stellen we voor door b, (de eerste maand loopt van
tijdstip O tot tijdstip 1, de tweede van tijdstip 1 tot tijdstip 2, ...). Druk b, uit in functie van n.

5. We beschrijven het verband tussen het nationale inkomen en het bedrag dat gespendeerd wordt aan
consumptie in een bepaald land. We gaan uit van een heel eenvoudige (en onrealistische) situatie,
namelijk dat er geen handel is met het buitenland. We vertrekken van een statisch model, d.w.z. een
model waarin het inkomen Y en de consumptie C niet afhankelijk zijn van de tijd:

Y =C+50 en C=04Y +100.

De eerste vergelijking drukt uit dat het consumeren van de inwoners inkomen oplevert voor andere
inwoners van het land. Er is ook een bijkomende term, die bijvoorbeeld kan verwijzen naar
overheidsinvesteringen. De tweede vergelijking drukt uit dat inwoners een deel van hun inkomen
uitgeven aan consumptie (en de rest bijvoorbeeld sparen).

Het bijbehorende discrete dynamische model, waarbij inkomen en consumptie wél afhangen van de tijd,
wordt gegeven door

Y, =C, +50, C,,, =0.4Y, +100, C, =300.

Bemerk dat de tweede vergelijking uitdrukt dat de consumptie bepaald wordt door het inkomen in het
voorgaande jaar!

a. Stel een recursievergelijking met beginvoorwaarde op voor het inkomen.
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b. Bepaal de oplossing hiervan en beschrijf het verloop ervan in woorden.
c. Maak een webdiagram.
d. Stel een formule op voor de evolutie van de consumptie.

6. Van een zeker product gaat 5% van de exemplaren die in het begin van het jaar in gebruik zijn definitief
kapot in de loop van het jaar. De helft hiervan wordt vervangen door een nieuw exemplaar. Daarbovenop
worden in de loop van één jaar nog 50 nieuwe exemplaren van het product in gebruik genomen. Op dit
ogenblik zijn er 440 exemplaren van het product in gebruik.

a.  Wanneer zullen er voor het eerst minstens 800 exemplaren van het product in gebruik zijn?

b. Hoeveel exemplaren zullen er op heel lange termijn in gebruik zijn?

c. Maak een grafiek van het aantal exemplaren dat in gebruik is in functie van de tijd.

Met x, stellen we het aantal exemplaren voor dat in het n-de jaar gefabriceerd moet worden (het eerste
jaar loopt van nu tot binnen 1 jaar, het tweede jaar loopt van binnen 1 jaar tot binnen 2 jaar, ...).

d. Geef een formule voor x, .

e. Hoeveel exemplaren moeten er in het totaal in de loop van de eerste 20 jaar gefabriceerd worden?

7. In een zeker land worden gouden munten gebruikt. Men wil deze munten vervangen door munten in
zilver. De Nationale Bank krijgt de opdracht om al haar betalingen te doen in zilveren muntstukken en
alle binnenkomende gouden munten te behouden. Veronderstel dat er in het totaal 1 000 000
muntstukken in omloop zijn en veronderstel dat er elke dag in het totaal 10 000 muntstukken
binnenkomen op de Nationale Bank en dat de Bank ook elke dag 10 000 muntstukken uitgeeft. Neem
aan dat in die 10 000 binnenkomende muntstukken procentueel gezien evenveel zilveren muntstukken
zitten als in de totale hoeveelheid muntstukken die in omloop zijn.

a. Hoeveel zilveren muntstukken zijn er in omloop één dag na de uitgifte?
b. Hoeveel zilveren muntstukken zijn er in omloop na twee en na drie dagen?
Noem z, het aantal zilveren muntstukken dat in omloop is na n dagen.

Stel een recursievergelijking op voor z,, (d.w.z. druk z, uitin functie van z,).

c
d. Geef de beginvoorwaarde.

e. Los deze recursievergelijking met beginvoorwaarde op.

f.  Hoe lang duurt het eer de helft van de munten vervangen is?
g. Wanneer zullen alle munten vervangen zijn?

8. Aan een oude boeddhistische monnik werd het volgende probleem voorgelegd. Een plankje is voorzien
van drie verticale pinnen. Verder zijn er 25 ronde schijven, oplopend in grootte, met een gaatje in het
midden. Op één van de pinnen is een toren gebouwd met deze schijven, waarbij de grootte van de
schijven afneemt naarmate de schijf hoger ligt. Deze toren moet nu verplaatst worden in zo weinig
mogelijk zetten naar één van de andere pinnen. Daarbij mag per zet maar één schijf verplaatst worden en
mag een grotere schijf nooit boven een kleinere schijf geplaatst worden.

a. Voer de opdracht uit met 2 schijven i.p.v. 25. Hoeveel zetten zijn er nodig?

b. Doe hetzelfde voor 3 en voor 4 schijven.

Noem a, het aantal zetten dat nodig is om een toren van n schijven te verplaatsen.

c. Toon aan dat het aantal zetten voldoet aan de volgende recursievergelijking met beginvoorwaarde:
a,=2a,,+1, a,=3,

d. Gebruik dit om het aantal zetten te bepalen voor het oorspronkelijke probleem.
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Oplossingen

1.

o

B, =0.84B,

Het gaat om een homogene lineaire recursievergelijking van de eerste orde met constante
coéfficiénten.

Toepassen van de formule uit de voorgaande paragraaf geeft B, =C-0.84" +3 437 500 voor de
algemene oplossing. Gebruik van de beginvoorwaarde geeft dat C = 6 842 500 .

zie onderstaande schermafdrukken

W I KOO u=. BYuCn-11+E50000
TPlntSt -

1h=H
Ymax=11B8608E8EH =il
Y=o l=1d0EEEA REHEZYZEL.? LYEHEZYEEL.Y .

De rij verloopt vertraagd dalend met limietwaarde 3 437 500.

Als je de term 550 000 in de recursievergelijking door x vervangt en oplost, krijg je als particuliere
oplossing B, = (10 280 000 — x/0.16) - 0.84" + x/0.16 . Deze rij is constant als x/0.16 =10 280 000 ,
d.w.z. als x =1644800.

zie onderstaande schermafdrukken

W T KOO
TPlotSter=1
Aamln=220E
amax=d4 7 H0e
Aecl=1806
Ymiln=2504
YMmax=47HEH o1H
Ve l=1800 ¥oyzyg AYZE . Y=4zPY.B5H . .

u=.3:kuln-11+4450

Met behulp van de formule uit de voorgaande paragraaf vinden we B, =C-0.9" + 4500 voor de
algemene oplossing. M.b.v. de beginvoorwaarde vinden we B, =-1500-0.9" +4500 voor de
particuliere oplossing. De rij verloopt vertraagd stijgend met limietwaarde 4500.

I. Vervang 450 door x en druk uit dat B, =5000 een (constante) oplossing van de

recursievergelijking moet zijn. Je vindt: 5000=0.9-5000+ x, waaruit x=500. De
achterkleinzoon moet dus jaarlijks 500 bomen planten.

ii. Vervang 0.1 (10%) door x en druk uit dat B, =5000 een (constante) oplossing van de
recursievergelijking moet zijn. Je vindt: 5000 = (1—x)-5000 + 450, waaruit x=0.09. De
achterkleinzoon mag jaarlijks dus slechts 9% van de bomen kappen.

Het evolueert opnieuw naar het evenwicht.

Er is gegeven dat B, =100 000 . Op het einde van de eerste maand wordt eerst intrest toegevoegd en

daarna haalt Sjarel geld van zijn rekening, zodat

B, = B, -1.0025—1000 = 99 250.

Op dezelfde manier vinden we dat
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B, = B, -1.0025 1000 = 98 498.125

en

B; =B, -1.0025-1000 = 97 744.3703... = 97 744.37 .

De rij voldoet aan de recursievergelijking B, = B,_; -1.0025-1000 . Met behulp van de formule uit

de voorgaande paragraaf vinden we de algemene oplossing. B, =C-1.0025" + 400 000. De
beginvoorwaarde B, =100 000 laat toen om de constante te bepalen: C =-300 000.

De rij is versneld dalend met limiet min oneindig (maar zover zal de bank het natuurlijk niet laten
komen...).

De vergelijking B, =0 heeft als oplossing n=115.21.... Dat betekent dat er na de 115-de afhaling
nog een licht positief saldo is, maar onvoldoende om na 116 maanden nog een afhaling te doen.

Alleen als de rij constant is (of stijgend, maar dat is hier niet aan de orde) raakt de rekening nooit
leeg. In de algemene oplossing moet dan C =0. Dat betekent dat de beginwaarde 400 000 EUR
moet bedragen. In de praktijk zal het natuurlijk niet nodig zijn om zoveel geld op de rekening te
hebben staan. Sjarel heeft immers niet het eeuwige leven...

De zin die stelt dat het aantal nieuwe klanten dat er in de loop van de maand bijkomt, evenredig is
met het aantal potentiéle klanten die het product nog niet bezaten in het begin van die maand, kan in
formulevorm vertaald worden als a, —a,, =k(50000—a, ;), met k een (positief) getal. We

herschrijven dit als a, = (1—-k)a,_, + 50 000k . De algemene oplossing van deze recursievergelijking
is a, =C(L—-k)" +50000. Met het gegeven dat a, =6250, bepalen we C: C=-43750. Met het
gegeven dat a, =22 000, bepalen we dan k: k =0.2. Bijgevolg: a, =-43750-0.8" +50 000 .

zie onderstaande schermafdrukken

W T HOD | LT
TPlotSter=1 e

amiln=H
amax=dy
necl=10
Ymin=-1H0EEA
Ymax=55H0EH
Y= l=1806A

Het aantal nieuwe klanten is het verschil tussen het aantal klanten op het einde en in het begin van de
maand:

b, =a,-a,, =k(50000-a, ,)=0.2-43750-0.8"" =8750-0.8"" =10937.5-0.8"

Herschrijf de tweede vergelijking als C, = 0.4Y,_, +100 en combineer ze met de eerste vergelijking.
Dit geeft: Y, =0.4Y, , +150. De beginvoorwaarde vind je door de eerste en de derde vergelijking te
combineren: Y, =350.

Maak gebruik van de werkwijze uit de voorgaande paragraaf. Dat geeft: Y, =100-0.4" +250. Het
inkomen daalt vertraagd en bedraagt op lange termijn ongeveer 250 eenheden.
zie onderstaande schermafdrukken
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Flatl Flakz Flakz W T OO Uz 4kuin-11+1E0
nMin=H TFlotStep=1 ;
gt ndB.dRucn=12+ | Bmin=214

158 Amax=3eH

WenMinaBL35R% Ascl=16

LR l= Ymin=24H

WwinMina= YMax=IEH e

En A= Y=cl=1H MoZEOMOOBE . Y=zEO0.40OG

d. Combineer de gegeven vergelijking Y, =C, +50 met de uitdrukking voor het inkomen uit oplossing
b): C, =100-0.4' +200.

a. We noteren met y, het aantal exemplaren van het product dat in gebruik is. De recursievergelijking
is dan y,=0.975y,,+50 en de beginwaarde is y,=440. De particuliere oplossing is

y, =-1560-0.975" +2000. Oplossen van de vergelijking —1560-0.975" +2000=2800 geeft
n=10.36... Omdat de rij stijgend is, is y, >800 als n>11. Het aantal exemplaren in gebruik, is
dus voor het eerst minstens 800 binnen 11 jaar.

b. 2000

c. zie onderstaande schermafdrukken

W T HOD
TPlotSter=1
amin= -4
amax==2H
HEC1=5
Ymin= -804
Ymax=2208 |l
Y= 1=5d1

d. Het aantal gefabriceerde exemplaren bestaat uit twee delen: een vast aantal van 50 exemplaren en
een veranderlijk aantal, namelijk 2.5% van het aantal dat in het begin van het jaar in gebruik was.
Het begin van het n-de jaar is tijdstip n—1. We vinden dus:

X, =50+0.025y, , =50+0.025- (—1560-0.975"" + 2000) = —40-0.975" +100 .

20 20

e. > (-40-0.975" +100)=-403"0.975" +20-100 ~ 1380
n=1 n=1

a. De eerste dag geeft de bank 10 000 zilveren muntstukken uit en zijn alle munten die bij de bank
binnenkomen van goud. Er zijn op het eind van de eerste dag dus 10 000 zilveren muntstukken in
omloop.

b. Ook de tweede dag geeft de bank 10 000 zilveren muntstukken uit. Bij de muntstukken die bij de
bank binnenkomen zijn er nu echter ook een klein aantal zilveren munten. Elke dag wordt 1% van de
munten die in omloop zijn binnengebracht bij de bank. Wegens de gemaakte veronderstelling
worden die dag dan ook 1% van de zilveren munten die aan het begin van de dag in omloop waren
op de bank binnengebracht. Dat betekent dat 100 van de binnengebrachte munten van zilver zijn. Er
komen per saldo dus slechts 9900 nieuwe zilveren munten in omloop, wat het totaal na de tweede
dag op 19 900 brengt. Een analoge redenering leert dat er na de derde dag 29 701 zilveren munten in
omloop zijn.

c. De bank geeft 10 000 zilveren munten uit, maar krijgt 1% van de zilveren munten die reeds in
omloop waren terug binnen: z, =z, , +10000-0.01z, , =0.99z, , +10000 .

d z,=0
e. 2, =1000000(-0.99")
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f. 69 dagen

g. In theorie zullen de munten nooit allemaal vervangen zijn. Voor praktisch gebruik kan men
bijvoorbeeld berekenen wanneer 99% van de munten vervangen zullen zijn. Dat is na 459 dagen.

8. a. Veronderstel dat je de twee schijven moet verplaatsen van pin A naar pin B. De overblijvende pin
noemen we pin C. Verplaats eerst de kleinste schijf naar pin C. Breng daarna de grootste schijf over
naar pin B. Verplaats tot slot de kleinste schijf naar pin B. Er zijn dus 3 zetten nodig.

b. Voor de toren van 3 schijven kan je als volgt tewerk gaan. Breng de bovenste twee schijven eerst
over naar pin C. Uit het antwoord op vraag a) weten we dat dit 3 zetten vergt. Verplaats nu de
grootste schijf naar pin B. Breng tot slot de kleinste twee schijven over van pin C naar pin B. Dat
vergt weer 3 zetten. In het totaal hebben we dus 3+1+3 =7 zetten nodig.

Voor de toren met 4 schijven gaan we op een gelijkaardige manier tewerk. Eerst verplaatsen we de
toren met de Kkleinste 3 schijven naar pin C, dan verplaatsen we de grootste schijf naar pin B en tot
slot brengen we de toren met de kleinste 3 schijven over naar pin B. Dat vergt 7 +1+7 =15 zetten.

c. We gaan tewerk zoals in vraag b. Eerst verplaatsen we de toren met de kleinste n—1 schijven naar
pin C, dan verplaatsen we de grootste schijf naar pin B en tot slot brengen we de toren met de
Kleinste n-1 schijven over naar pin B. Dat vergt a,,+1+a,, zetten. Dit geeft de

recursievergelijking. De beginvoorwaarde volgt onmiddellijk uit het antwoord op vraag a.
d. De particuliere oplossing van de recursievergelijking is a, = 2" —1. Het vereiste aantal zetten is dan
ay = 2% —1=33554 431,

7. Matrixmodellen en stelsels van gekoppelde homogene lineaire recursie-
vergelijkingen van de eerste orde

In deze paragraaf willen we laten zien dat het onderwerp recursievergelijkingen raakpunten heeft met een
thema dat in veel klassen ondertussen een vaste stek verworven heeft: matrixmodellen voor migratie, groei
van een populatie met leeftijdsklassen, ... In de onderstaande werktekst starten we met een 2x2-matrixmodel
voor migratie en merken we dat we dit kunnen opvatten als een stelsel van twee gekoppelde
recursievergelijkingen dat twee rijen tegelijk beschrijft. Werken met een matrixmodel betekent m.a.w. dat we
de dimensie van het model opdrijven van één naar twee (of meer).

We gaan er in de onderstaande werktekst van uit dat de leerlingen (en de lezers dus ook) reeds vroeger met
overgangsmatrices hebben leren werken.

Recursief migreren
In een zeker gebied wonen 3 000 000 mensen. Het gebied bestaat uit een centraal gelegen grote stad

met daaromheen een uitgestrekt platteland. Op dit ogenblik wonen er 1 000 000 mensen in de stad
en 2 000 000 op het platteland. We geven deze beginsituatie weer m.b.v. de kolommatrix

X = So | [ 1000000 |« s
® | p,| |2000000|« p
Mensen verhuizen van de stad naar het platteland en omgekeerd. De verhuisbewegingen, gemeten
over periodes van 10 jaar, worden weergegeven door de onderstaande migratiematrix P:
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De bevolking in stad en platteland na n periodes van 10 jaar geven we weer door

1. Laataan de hand van een matrixberekening zien dat

{ s, =0.9-s,,+02-p,
p,=01-s,,+08-p,,

(Schrijf X, =P-X,_; voluit.)

De uitdrukking hierboven is een stelsel van twee (gekoppelde) recursievergelijkingen: de waarde
van s en p na een aantal periodes wordt uitgedrukt in functie van de waarden van s en p één periode
eerder. Om de waarde van s na n periodes te kennen, heb je zowel de waarde van s als die van p na

n—1 periodes nodig.

2. Voer de twee recursieve voorschriften uit de vorige vraag in je rekenmachine in. Laat een tabel
en een grafiek maken die de evolutie van de bevolking van de stad en het platteland weergeven.

Beschrijf de evolutie van de bevolking in stad en platteland in woorden.

(De onderstaande schermafdrukken tonen hoe het met de rekenmachine in zijn werk gaat.
Vergeet niet te controleren of de grafiekoptie TIME ingesteld is. We zien dat de bevolking in de
stad vertraagd toeneemt van 1000 000 in het begin naar 2 000 000 op lange termijn. De
bevolking op het platteland daalt vertraagd van 2 000 000 in het begin naar 1 000 000 op lange

termijn.)
Flokl Flotz Fleks THELE SETUF " UCwna] wimd
nMin=A Thlstart=H4 0 iEB “EG
UL dBA. Sxgin—12|| aThl=1 i i.E6 | 1.7EB
+H, =12 IndFnt, ! ) fr ) | S
\uiﬂHiHhE{lﬂﬁﬂﬁm DeFrend: i S34| 1.Z4Es
ISt IS : 1Hace | T15Ee
wiaMinBLz2BE80. Uar=175996840
W T HDOL WIHOOL
nMin=H TPlotSter=1
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Flot5ter=1 Ascl=1
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3. Waag, op basis van het antwoord op de vorige vraag, een ‘gefundeerde gok’ voor een expliciet

voorschrift voor s, . In je voorstel mogen nog parameters voorkomen.

(Op basis van de limietwaarde (2 000 000), de beginwaarde (1 000 000) en het vertraagd
stijgende verloop (en de ervaring die opgedaan is met recursievergelijkingen), lijkt

s, =—1000000-g" +2 000 000, met g een getal tussen O en 1, een verantwoorde gok.)

4. Geef, gebruik makend van je antwoord op de vorige vraag, een expliciet voorschrift voor p,, .
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(Maak gebruik van het feit dat de totale bevolking steeds uit 3 000 000 personen bestaat. Je
vindt p, =1000000-g" +1000 000.)

5. Bepaal de waarde van de onbekende parameter(s) in de uitdrukkingen uit vraag 3 en 4 door je
‘gefundeerde gok’ in te vullen in het stelsel recursievergelijkingen.
(Als je de uitdrukkingen invult in de eerste recursievergelijking, vind je

~1000 000g" +2 000 000 =
=0.9-(~1000 000g "™ +2 000 000) + 0.2 - (1 000 000g " +1 000 000).

Na vereenvoudiging geeft dit g" =0.7g"™", waaruit we afleiden dat g=0.7. De tweede
recursievergelijking klopt daarmee meteen ook.)

6. Bepaal op dezelfde manier een expliciete formule voor de evolutie van de bevolking in stad en
platteland voor een gebied waarvan de beginpopulatie en de overgangsmatrix gegeven worden

door
2500 000 0.8 0.3
Xo = en P= .
1500 000 0.2 0.7
I_ (s, =100000-0.5" +2 400000 en p, =-100000-0.5" +1600 000) _I

In de werktekst hebben we voor het bepalen van de expliciete voorschriften sterk gesteund op de grafiek die
door de rekenmachine getekend werd. Voor 2x2-migratiematrices volstaat dat. In dat speciale geval krijg je
namelijk altijd expliciete voorschriften waarvan het rechterlid de vorm c-g" +b aanneemt. De waarde van
de parameters kun je eenvoudig bepalen.

Voor andere 2x2-matrixmodellen en voor grotere matrixmodellen is het in het algemeen niet meer mogelijk
op basis van de grafiek de vorm van het expliciete voorschrift te raden. Men kan aantonen dat bij 2x2-
Lesliematrices en bij de matrix uit de volgende paragraaf het rechterlid van het expliciete voorschrift van de
vorm ¢, -g," +¢,-g," is, waarbij de ‘grondtallen’ g, en g, de eigenwaarden van de matrix zijn. Bij 2x2-

migratiematrices is g een van de eigenwaarden en is de andere eigenwaarde steeds gelijk aan 1. Maar je hebt
in de werktekst gemerkt dat je g ook kunt bepalen zonder dat te weten.

Je kunt de band met recursieve voorschriften nog op een andere manier leggen dan in de werktekst. De
gekende formule X, =P - X, drukt de bevolking in stad en platteland op een zeker tijdstip uit in functie
van de bevolking in stad en platteland één periode eerder. We hebben dus te maken met een recursief
voorschrift. Het verschil met de recursieve voorschriften die we vroeger bekeken, is dat het recursieve
voorschrift nu niet een rij van getallen beschrijft, maar een rij van kolomvectoren.

We willen nog een opmerking kwijt over deze ‘meerdimensionale’ recursievergelijking. Ze is namelijk het
meerdimensionale equivalent van de ‘éendimensionale’ recursievergelijking x,=p-Xx,, die de
meetkundige rijen beschrijft. De matrixmodellen die we in het secundair onderwijs bestuderen zijn m.a.w.
meerdimensionale veralgemeningen van meetkundige rijen. Of nog: Lesliemodellen zijn meerdimensionale
versies van exponentiéle groei.

Voor een stelsel van twee gekoppelde recursievergelijkingen biedt de rekenmachine nog een ander type
grafiek. Kies via [2nd] [FORMAT] de instelling uv. Voor elke waarde van n tekent de machine dan het punt
(Sy» Py) (in *machinetaal’: (u(n),v(n)); vandaar de naam). Met TRACE kun je de evolutie van de bevolking
volgen. Het hoeft niet te verwonderen dat de punten op een rechte liggen: het gaat om de rechte met
vergelijking x+y =4000 000, die uitdrukt dat de totale bevolking constant blijft.
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u=0.9:ulo=-1040 20 00-1_
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We hebben in deze paragraaf enkel een tip van de sluier opgelicht. Voor meer informatie over deze
matrixmodellen verwijzen we je naar [4], [7], [9] en [13].

8. Een lineaire recursievergelijking van de tweede orde met constante
coéfficiénten en constant rechterlid

De recursievergelijking en beginwoorwaarden

In deze paragraaf bekijken we de rij van Fibonacci als een oplossing van een recursievergelijking. In de rij
van Fibonacci is elke term gelijk aan de som van de voorgaande twee. Als we dit in symbolen vertalen,
krijgen we x, =x,_, + X,_,, een recursievergelijking van de tweede orde (omdat een term uitgedrukt wordt in
functie van de voorgaande twee termen). De recursievergelijkingen die we in de vorige paragrafen
ontmoetten, waren van de eerste orde. We kunnen de vergelijking ook in de vorm x,—X,;—X,, =0

schrijven. Omdat het linkerlid nu een lineaire combinatie van x,, X, en X,_, is, gaat het om een lineaire

recursievergelijking. De coéfficiénten van deze lineaire combinatie zijn constant. Omdat het rechterlid O is, is
de vergelijking homogeen. Voluit gaat het dus over een homogene lineaire recursievergelijking van de
tweede orde met constante coéfficiénten.

Ook een recursievergelijking van de tweede orde kun je in de grafische rekenmachine invoeren. Denk er wel
aan dat er twee beginvoorwaarden nodig zijn: X;=1 en x,=1. De accolades en de komma moet je nu zelf
ingeven.
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Opstellen van de expliciete vergelijking — eerste methode

We zoeken nu een expliciet voorschrift voor de rij van Fibonacci. We tonen daarvoor twee manieren. Bij de
eerste manier beginnen we met ons af te vragen of er meetkundige rijen zijn die aan de recursievergelijking
voldoen. Dat is niet zo’n gekke vraag, want meetkundige rijen spelen een belangrijke rol bij het oplossen van
de lineaire recursievergelijkingen van de eerste orde die we in de voorgaande paragrafen bestudeerden. We

vragen ons meer bepaald af of er van 0 verschillende getallen k bestaan waarvoor x,=k" aan de
recursievergelijking voldoet. Invullen geeft dat dan

kn _kn—l_kn—Z -0

moet gelden voor elke waarde van n. Als we het linkerlid ontbinden in factoren, zien we dat
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k"?(k*-k-1)=0

moet gelden voor elke waarde van n, of (omdat k niet 0 is):

k?-k-1=0.
Deze vergelijking wordt de karakteristieke vergelijking van de recursievergelijking genoemd. Ze heeft twee
oplossingen, namelijk
1++/5 e 1-/5
2 2

Er zijn dus wel degelijk meetkundige rijen die oplossing zijn van de recursievergelijking:

o]
n 2 n b

2

Het is eenvoudig om in te zien dat alle lineaire combinaties van deze twee rijen ook oplossingen zijn van de
recursievergelijking. Dat komt omdat de recursievergelijking lineair en homogeen is. Met andere woorden:
alle rijen waarvan de algemene term in de vorm

n 1 2 2

2

geschreven kan worden (met C, en C, willekeurige getallen), zijn oplossing van de recursievergelijking.

Het zijn bovendien de enige oplossingen van de recursievergelijking (maar dat is minder gemakkelijk aan te
tonen).

M.b.v. de beginvoorwaarden x, =1 en X, =1 bepalen we de waarden van C, en C,. Uit

2 2
— eis — eis
MRS CRE Jlﬂenhzcypii§j+cz{515]=1
2 2 2

2

vinden we dat

2 5

Zo vinden we de volgende uitdrukking voor de n-de term van de rij van Fibonacci:

X :ﬁ,(uﬁ]"_ﬁ(ﬁf
- .

C, =

genc \/5

"5 2 2

Opstellen van de expliciete vergelijking — tweede methode

Bij de tweede methode maken we gebruik van wat we in de vorige paragraaf leerden. Met behulp van de
hulprij y, =X, kunnen we de recursievergelijking van de tweede orde omzetten in een stelsel van twee

recursievergelijkingen:

{Xn = Xn—l + yn—l
Yn = Xn1
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of in matrixvorm:

o o)
+5  1-5

. o1 .
De eigenwaarden van de 2x2-matrix zijn 5 en > Zoals we in de voorgaande paragraaf aangaven,

is het expliciete voorschrift voor x, dan van de vorm

o (]
n 1 2 2

2

Zoals bij de eerste methode kan je nu gebruik maken van de beginvoorwaarden om de waarden van C, en
C, te vinden.

Limietgedrag

Een gekende eigenschap van de rij van Fibonacci is de volgende ‘limieteigenschap’:

lim *n :%,
N0 X o 2
waarbij
1+2*/§ —1.61803398...

de gulden snede is. Dit getal wordt vaak als ¢ genoteerd. De onderstaande schermafdrukken illustreren deze

limieteigenschap. Voor de rij u voerden we de rij van Fibonacci in via het recursieve voorschrift en de
beginvoorwaarden. In de rij v voerden we het quotiént van opeenvolgende termen in (we werken met het
quotiént X,,/X,, 1.p.V. X,/X,; omdat we in het Y=-scherm in het rechterlid de index n niet mogen

gebruiken).

Flotl Flotz Flok: " A " L
 rfin=1 PO EFF: 18 1.618
:ug:-'.-}—u'i:-'.-—l pE WL % EF:F:- %g Hig
uteMind={1.13 || ¢ |ic 22 |isis
:ug:-'.-}Eu'i:-'.-—lilfu'i:-'.- g iEEEF %E E‘Eﬁﬂ.

winmMinig n=1 wini=1,.5612803399

Met behulp van de expliciete vergelijking kan je deze eigenschap gemakkelijk begrijpen. De uitdrukking

£ (1] B[]

N 5 2

toont dat de rij van Fibonacci de som is van twee meetkundige rijen. De reden van de eerste meetkundige rij
is groter dan 1 en dat is dus een stijgende meetkundige rij. De reden van de tweede meetkundige rij is

1-+5
2

=-0.61803398....
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Omdat de reden tussen —1 en 0 ligt, is deze meetkundige rij gedempt schommelend. In de onderstaande
schermafdruk zien we de waarde van beide termen afzonderlijk (de eerste term is ingevoerd voor u en de
tweede term voor v).

Hﬁt_i Flatz Floks . nd] wind " Cwd | wind
st e EE T e e
FLE501.,27 E; 1.8944 | .1pEE? 11 BB.998 | .ozzE
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vinMin»B n=1 n=15

We merken dat de tweede term algauw ongeveer gelijk is aan 0. Met andere woorden:

J5 {1+J§J"_£{ﬂ}n z\/E'[lJr\/Ejn

"5 2 5 2 2

5

van zodra n wat groter wordt. De getallen uit de rij van Fibonacci (op de eerste getallen uit de rij na) worden
dus zeer goed benaderd door de termen van de meetkundige rij

: :ﬁ.[“ﬂ“.

" 5 2
Bijgevolg:
fim o~ jim Yo 135
N0 X4 oo U 2

9. Groei van de bevolking van de VS

a. Opstellen van een model

De gegevens

De onderstaande tabel geeft de bevolkingsaantallen voor de Verenigde Staten van Amerika van 1790 t.e.m.
1910 (data van het Amerikaanse Census Bureau). We hebben de evolutie van de Amerikaanse bevolking ook
grafisch voorgesteld met de rekenmachine. We gebruiken hierbij de mogelijkheden van de rekenmachine op
het vlak van beschrijvende statistiek. We slaan de gegevens op in lijsten J (de jaartallen), P (van populatie,
de bijbehorende bevolkingsaantallen) en T (het rangnummer van de jaartallen) en we maken een
spreidingsdiagram.

nummer | jaar | bevolking | nummer | jaar | bevolking

1790 | 3929214 7 1860 | 31443321
1800 | 5308 483 8 1870 | 38558 371
1810 | 7239881 9 1880 | 50 189 209
1820 | 9638453 10 1890 | 62979 766

1830 | 12 866 020 11 1900 | 76212168
1840 | 17069 453 12 1910 | 92 228 496
1850 | 23191 876

OO |WIN|[FP|O

42



T J F 1 Eﬂﬂgtz Flakz a
M| 1790 | =.93E@

i igon | E.=1ER ot B8 L 8
c 1810 7.c4HER HH- HIH |~ o

g 1iBZ0 | 9.G4ER ! — o

y 130 | 1z9er |[Mlist:T .

C igun | 1.71E7 V1lizt:F B

B 1850 | 2.32E7 Mark: B + B gqoo® 8

R “1 =

Exponentiéle groei?

We zoeken een gepast wiskundig model voor de groei van de Amerikaanse bevolking. De grafiek laat ons
duidelijk zien dat de groei alleszins niet goed beschreven kan worden door een lineair model. Exponentiéle
groei lijkt daarentegen wel in aanmerking te komen. Met de rekenmachine zoeken we een geschikt
exponentieel model via exponentiéle regressie. Het voorschrift van de functie bewaren we als de functie Y1.
De waarden die het exponentiéle model voorspelt voor de bevolking bewaren we in de lijst PE (populatie
voorspeld door het exponentiéle model). De relatieve fout (error) of relatieve afwijking van de voorspelde
waarde t.0.v. de werkelijke waarde bewaren we in de lijst EPE.

ExFrEed LT: LFa2%1 ExFREea ‘YO LT 2+PE
u=gkh" T4 35656, 265 56
a=43H565H, 255 ¢ LPE-LF >~ LF+EPE
b=1. 386550547 L. 8952871679 .4
re=, 99503571841
r=. 99751556857

[

In de onderstaande schermafdrukken zien we de lijst EPE van de relatieve fouten en de grafiek van de
werkelijke bevolking tezamen met het exponentiéle model. Op het eerste gezicht lijkt de overeenstemming
vrij goed te zijn. Als we nader toekijken, zien we echter systematische afwijkingen. Aan de uiteinden
overschat het model de werkelijke bevolking en in het middengebied is het model een onderschatting. De
afwijkingen zijn ook vrij groot (+10% in het begin, —11% in het midden en +16% aan het einde). In het begin
groeit de bevolking in realiteit sneller dan het exponentiéle model aangeeft, terwijl de groei op het einde
minder snel is dan het model aangeeft.

F FE EFE 3
%.83EG | 4.31E6 -

E.>1EG | F.62ER | 0507
7.x4ER | 7.3EER | .01EzZ
B.54EG | B.BEE | -.00EF
i.z8E7 | 1.25E7 | -.ozhB
1.71E7 | 1.6HE7 | -.0F9a
Z.2ZEF | Z.AMER | -.07EY
EFE(D =, B9S2ETIET..

Op weg naar een beter wiskundig model

Veronderstel dat p, de grootte van een populatie weergeeft op tijdstip n. Als de populatie exponentieel
groeit, dan is de recursievergelijking van de vorm p, =g-p,,, met g de groeifactor. We schrijven deze
recursievergelijking nu in een andere vorm. Noem Ap, =p,.,—Pp,. Dan is Ap,=(g-1)-p,, of nog:
Ap,/P, =9 -1. Hierin is Ap,/p, de relatieve groeisnelheid van de populatie, d.w.z. de aangroei van de
populatie gedeeld door de populatie. De recursievergelijking voor exponentiéle drukt dus uit dat de relatieve
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groeisnelheid constant is. In het voorbeeld van de populatie van de Verenigde Staten kunnen we de relatieve
groeisnelheid interpreteren als het percentage (eigenlijk: perunage) waarmee de bevolking toeneemt over een
periode van 10 jaar. De overwegingen die we gemaakt hebben bij het beoordelen van het exponentiéle model
leiden tot de conclusie dat de relatieve groeisnelheid van de Amerikaanse bevolking niet constant is: de
relatieve groeisnelheid is rond 1790 groter dan rond 1910.

De rechtse schermafdruk hieronder is een spreidingsdiagram met op de horizontale as de populatiegrootte
(dus niet de tijd!) en op de verticale as de relatieve groeisnelheid. We zien dat de relatieve groeisnelheid
inderdaad niet constant is, integendeel: de relatieve groeisnelheid neemt af als de populatie toeneemt.

In de linkse schermafdrukken tonen we hoe we het spreidingsdiagram gemaakt hebben.

e We hebben eerst een lijst DP gemaakt met de absolute groeisnelheden (het verschil tussen

opeenvolgende termen van de rij van de populatiegroottes; het commando AList vinden we via [2nd]
[LIST] OPS).

e De lijst DP bevat één element minder dan de lijst P. Daarom maken we voor de populatie een nieuwe
lijst, die één element minder bevat en die we PA noemen (ook het commando seq( vinden we via [2nd]
[LIST] OPS).

e De relatieve groeisnelheden vinden we nu door de elementen van de lijst DP te delen door de
overeenkomstige elementen van de lijst P. De lijst met relatieve groeisnelheden noemen we DPOP.

alist o LP2=+0OF Flatz  Flak: .

L1379269 193139, EDFF s 9o

seql LIPCRI®a 112 |Tore: B8 =~ dn g
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3929214 53242, | |w1istiPH

LOF .~ LPA+0OFOF Y1i=st:OPOF °
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Het verband tussen groeisnelheid en populatiegrootte

Het spreidingsdiagram toont dat het redelijk is om uit te gaan van een (dalend) lineair verband tussen de

relatieve groeisnelheid en de populatiegrootte. We laten de rekenmachine via lineaire regressie een passende
vergelijking opstellen.

LinFedtax+b» LPA
2 LDF'DF':I I'|'I1

We slaan de coéfficiénten op voor later gebruik. Onthoud (ook voor later gebruik) dat de coéfficiént a
negatief en in absolute waarde zeer klein is.

a+A
b+E

-2, 1353549
L SE3EE11194
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Een beter wiskundig model: een recursievergelijking voor de populatiegrootte

We hebben een model gezocht voor het verband tussen de relatieve groeisnelheid en de populatiegrootte. Nu
zullen we de populatiegrootte uitdrukken in functie van de tijd. De veronderstelling uit de vorige alinea
kunnen we formeel vertalen als volgt: we hebben aangenomen dat

APy

n

=ap, +b,

met a een negatief en b een positief getal. We kunnen deze betrekking herschrijven in de vorm van een
recursievergelijking: p,,, =ap> +(@+b)p,, of equivalent: p, =ap?, +(L+b)p, . Het gaat om een niet-
lineaire recursievergelijking van de eerste orde.

We voeren de recursievergelijking en een passende beginwaarde (we gebruiken hier de populatiegrootte van
1790 als beginwaarde) in de rekenmachine in. De rij die we op die manier krijgen, wordt een (discreet)
logistisch groeimodel genoemd.

Evaluatie van het logistische groeimodel

Net zoals bij het exponentiéle model onderzoeken we in welke mate er afwijkingen zijn tussen het
logistische groeimodel en de reéle bevolkingsaantallen. De grafiek (rechtse schermafdruk) toont alvast geen
zichtbare afwijkingen. In de linkse schermafdruk zie je dat we gebruik maken van de coéfficiénten die we in
het geheugen opgeslagen hebben. Je ziet ook dat we de grafiek van de rij onder de vorm van een
ononderbroken lijn laten tekenen.
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We merken dat de relatieve afwijkingen tussen het logistische model en de werkelijke bevolkingsaantallen
veel kleiner zijn dan bij het exponentiéle model en dat er geen systematiek in de afwijkingen te zien is.

4o LT =P F FL EFL c||F FL EFL c
L3929214 532311 | z0zE6 | =.8zE6 z 3ZE7 | 2.71E7 | -.00E1
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En de verdere evolutie van de bevolking van de Verenigde Staten?

Het model dat we hier besproken hebben, is geinspireerd op het model dat de Amerikaanse wetenschappers
Pearl en Reed in 1920 opstelden voor de bevolking van de Verenigde Staten van 1790 tot 1910 (hun model is
een continu logistisch model, zie bv. [3]). Achteraf bleek hun model een vrij accurate voorspelling te geven
van de bevolking tot 1950. Ook voor ons model is dat het geval. Dat zien we in de onderstaande
schermafdruk (we hebben de uitgebreide lijst met bevolkingsaantallen PU genoemd; de bevolkingsaantallen
tot het jaar 2000 vind je in de tabel). Nadien onstonden zeer grote afwijkingen tussen model en realiteit.
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nummer | jaar bevolking | nummer | jaar bevolking
13 1920 | 106 021 537 18 1970 | 203 302 031
14 1930 | 123 202 624 19 1980 | 226 542199
15 1940 | 132 164 569 20 1990 | 248709 873
16 1950 | 151 325798 21 2000 | 281421906
17 1960 | 179323175

F1:TU.FU

K=lf — Y¥=iEi:2E798

b. Logistische groei: verloop

In de onderstaande figuur hebben we de werkelijke bevolkingsaantallen weggelaten en zien we alleen de
grafiek van het logistische groeimodel (in een aangepast tekenvenster).

W T KOOI | UsREUCA-11" 2+ (L +E U

TPlotSter=1
amin=—2.1
amax=3E
Aecl=18
Y'min=-ZEEEEEEEA
Ymax=2200E8EE _ _ | a=za _ _
Ve l=1a0a0aaA00 EET Y=1BE17=051

We zien dat het model eerst een versneld stijgende bevolking voorspelt maar dat deze faze gevolgd wordt
door een faze waarin de bevolking vertraagd stijgt. VVolgens het logistische groeimodel stabiliseert de
bevolking uiteindelijk. Met de rekenmachine stellen we vast dat de limietwaarde ongeveer 166 miljoen
bedraagt.

|

In het begin bij benadering exponentiéle groei

We kunnen een en ander ook uit de recursievergelijking p, = ap?2, +(L+b)p,_, afleiden. We gaan eerst in
op de beginfaze. We herinneren ons dat de coéfficiént a in absolute waarde zeer klein is. Zolang p,, niet

groot is, zal de term ap?, zeer klein zijn in vergelijking met de andere term. Dus: in het begin is
P, =~ (1+b)p,,. Deze ‘benaderende recursievergelijking’ drukt uit dat de populatie in het begin bij
benadering exponentieel groeit met groeifactor 1+b .

In de middelste figuur hieronder zien we de grafiek van de logistische groeirij tezamen met de grafiek van de

bijbehorende meetkundige rij. We zien dat beide grafieken in het begin inderdaad gelijk lopen, maar dat de
grafiek van de logistische groeirij vanaf een zeker ogenblik duidelijk onder de grafiek van de meetkundige rij

blijft. Dat heeft natuurlijk te maken met het feit dat de term ap?Z,, die negatief is, gaandeweg meer
doorweegt in de berekening en er voor zorgt dat de groei na verloop van tijd merkbaar minder snel verloopt
dan bij exponentiéle groei.

In de rechtse figuur hieronder zijn ook de werkelijke bevolkingsaantallen aangegeven. Het gaat om de
oorspronkelijke aantallen, d.w.z. tot 1910. We benadrukken dat het exponentiéle model dat we nu gebruiken
niet hetzelfde is als het exponentiéle model uit paragraaf 9.a dat we via regressie bepaalden. Tussen 1790 en
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1910 bevond de Amerikaanse bevolking zich nog in de versneld stijgende faze, maar we zien toch duidelijk
dat de groei na verloop van tijd minder sterk versnelt dan op grond van het exponentiéle model verwacht
mag worden.

Flakl Flokz Flok:
~Min=A

=y dBREy =1 072
+C1+E 2Ry Cr—12

UL aMin 2B L3929
WO dBC1+B k-

12
VEaMinBO3929%.

Limietwaarde

Als we de recursievergelijking in de vorm Ap, = ap’ +bp, schrijven, dan zien we dat het verschil tussen

twee opeenvolgende waarden voor de bevolking zeer klein wordt als de twee termen in het rechterlid (de ene
positief en de andere negatief) elkaar ongeveer in evenwicht houden. Dat is het geval wanneer de populatie

ongeveer gelijk is aan ——. Dat is in overeenstemming met de vaststelling die we eerder deden (zie de
a

schermafdruk hieronder).

1eaz23e48d . 5

Dit aspect van het verloop laat een wezenlijk kenmerk van logistische groei zien, namelijk dat het gaat over
‘groei met grenzen’. Dit groeimodel houdt er m.a.w. rekening mee dat de omgeving een beperkte
draagkracht heeft. We zouden hier bijvoorbeeld kunnen denken aan de oppervlakte die beschikbaar is voor
landbouw, wat een beperking oplegt aan het aantal mensen dat gevoed kan worden.

We moeten vaststellen dat het bevolkingsaantal ondertussen sterk boven de voorspelde maximale
draagkracht uitgestegen is. We kunnen dit als volgt begrijpen. De maximale draagkracht hoeft niet constant
te zijn in de tijd. Efficiéntere landbouw bijvoorbeeld zorgt er voor dat méér mensen gevoed kunnen worden
met eenzelfde oppervlakte aan landbouwgrond. Dat is ook wat effectief gebeurd is: sinds 1910 is de
draagkracht van de Amerikaanse bevolking sterk toegenomen door efficiéntere landbouw, economische
expansie, ... De waarde van de coéfficiénten a en b is hierdoor sterk veranderd.
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Webdiagram van logistische groei

We maken nu een webdiagram van het logistische groeimodel voor de Amerikaanse bevolking. Als we in de
recursievergelijking p, vervangen door y en p,, door x, dan krijgen we y=ax®+(1+b)x. Het
webdiagram zal nu m.a.w. gebaseerd zijn op de eerste bissectrice en een (berg)parabool.

W T MO0k
TRlotSter=]
wmiln= TEEEEREREE
mmax=231eHEaaEa6E
wec 1 =0REEERERE
Y'min= "ZEEEREREE
Ymax=222HHRaEaHE
Y=ol =0REEnnaiEal

We kunnen het verloop beter volgen als we inzoomen op onderdelen van het webdiagram. In de beginfaze
(zie de bovenste twee schermafdrukken hieronder) heeft de parabool een (positieve) helling die sterker is dan
die van de eerste bissectrice. Conform onze eerdere bevindingen moet de rij dan versneld stijgen. Op de
lange termijn daarentegen komen we terecht in een gebied waar de parabool minder sterk helt dan de eerste
bissectrice. Daar verloopt de groei vertraagd stijgend.

W T HOO

e T
i

wec 1 =5H

Y=o l=2HEBEEE

Bemerk dat we op deze schaal nauwelijks nog iets merken van de kromming van de parabool. Als we werken
in een gebied dat voldoende Klein is, kunnen we de parabool vervangen door een gepaste raaklijn! In de
beginfaze kunnen we werken met de raaklijn in de oorsprong. De helling van deze raaklijn is 1+b, wat
inderdaad groter dan 1 is. Op de tweede situatie komen we verderop nog terug.

Evenwicht
We gaan ook nog even in op de limietwaarde. Eerder hebben we geleerd dat de limietwaarde verband houdt

met evenwichtswaarden en met snijpunten van de eerste bissectrice en de kromme die de
recursievergelijking voorstelt. De parabool snijdt de eerste bissectrice hier in twee punten, namelijk (0, 0) en

2.9,
a a

b _ . .
Het getal —— herkennen we als de limietwaarde die we eerder vonden. Daarnaast is er dus nog een andere
a

evenwichtswaarde. Als we 0 als beginwaarde nemen, dan is de rij constant gelijk aan 0. Hierboven hebben
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we er op gewezen dat de helling van de raaklijn aan de parabool in 0 gelijk is aan 1+b, d.w.z. groter dan 1.
Dat leert ons dat het over een labiel evenwicht gaat: als we het evenwicht een heel klein beetje verstoren, dan
zullen de termen van de rij zich verder en verder verwijderen van de evenwichtswaarde 0.

Met de evenwichtswaarde _b is het anders gesteld. De helling van de raaklijn aan de parabool in _b is
a a

1-b. Dat is een getal tussen 0 en 1. Hieruit kunnen we eenvoudig afleiden dat het evenwicht stabiel is.

10.Limietgedrag bij niet-lineaire recursievergelijkingen

In deze paragraaf onderzoeken we twee recursievergelijkingen die niet lineair zijn en laten we zien dat de
wereld van de niet-lineaire recursieve voorschriften veel gevarieerder is dan die van de lineaire. Wat we hier
bespreken, vind je voor een deel terug in het keuzeonderwerp iteratie in het leerplan voor de 6-urencursus uit
het vrij onderwijs.

a. Limietgedrag bij de recursievergelijking t, =ath_1 (1 —th_1)

[ ]

De wondere wereld van de recursievergelijking t, =a t,—1 (1 — t,-1)
We onderzoeken recursieve voorschriften van de vorm

th=at,1(1-t1),
waarbij a een getal voorstelt. Nieuw bij deze recursievergelijking is dat in het rechterlid een product
staat van twee factoren die t,_, bevatten.
1. Welke lijnen zul je te zien krijgen op een webdiagram?
(De rechte y =x (zoals steeds) en de parabool y=ax(1—x).)

Neem a=2.5 ennoem f(x)=2.5%(1—x)

2. Maak een webdiagram van de rij met beginwaarde 0.1 en beschrijf het verloop ervan in
woorden. Verklaar wat je vaststelt zoveel mogelijk op basis van het recursieve voorschrift.

(Helemaal in het begin stijgt de rij, daarna schommelt de rij. De schommelingen worden steeds
kleiner en de limietwaarde is 0.6. Om dit vast te stellen, kun je gebruik maken van een tabel
en/of een webdiagram (inzoomen om het verloop te zien voor termen met een groter
rangnummer!).

e (LT u=z.Buln-1kil-uln-11_ | |usz.Bkulr-1kil-uln-11"
1 2%25 —
s LzEAY
: ‘a3t - '
n=H :I:I:I==.EE|HIIIEEHH Y=.a095HRY :I:I-'I==.EE|HIIIE3EE f=.E9H0R=HA

De limietwaarde kun je vinden door het snijpunt te bepalen van de parabool (grafiek van f) met
de eerste bissectrice. Het feit dat de rij (na een aanloopperiode) gedempt schommelend
verloopt, houdt verband met het feit dat de raaklijn in het snijpunt richtingscoéfficiént —0.5
heeft. Als de termen zeer dicht bij de limietwaarde genaderd zijn, kunnen we de parabool
vervangen door de raaklijn. En een rechte met richtingscoéfficiént tussen —1 en O zorgt voor
een gedempt schommelend verloop.)
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3. Onderzoek de stabiliteit van de twee (1) evenwichtsposities.

(De parabool en de eerste bissectrice hebben twee snijpunten, die dus twee evenwichtswaarden,
of twee vaste punten van f, opleveren: 0 en 0.6. Als we een beginwaarde nemen in de
onmiddellijke omgeving van 0.6, dan convergeert de rij (gedempt schommelend) naar 0.6
(verklaring: denk aan de redenering met de raaklijn bij de vorige vraag!). Dit evenwicht is
stabiel (of: het vaste punt is aantrekkend). Als de beginwaarde exact gelijk is aan 0, dan zijn alle
termen van de rij gelijk aan 0. Nemen we echter een beginwaarde in de onmiddellijke omgeving
van 0 maar niet exact gelijk aan 0, dan convergeert de rij niet naar 0. Als het systeem uit
evenwicht gebracht wordt, keert het dus niet terug naar zijn evenwicht. Dit evenwichtspunt is
niet stabiel (of: het vaste punt is afstotend).)

We nemennu a=3.5.

4. Bereken met de hand het verloop van de rij met beginwaarde ;
(De rij is constant.)

5. De onderstaande schermafdruk toont het webdiagram van de rij met beginwaarde g Geef een

verklaring voor wat er misloopt.

U=z Edula=1k0l-uln=-11__
-~

S -
n=0e3e1: Y= B44zB01H

(De machine werkt met een decimale benadering van de breuk en start bijgevolg met een
beginwaarde die niet exact gelijk is aan - Omdat het evenwicht niet stabiel is, raken de termen

die de machine berekent steeds verder van de echte (evenwichts)waarde verwijderd. Het
webdiagram spiraliseert naar buiten. Na een groot aantal stappen levert dit zichtbare
verschillen op.)

6. Onderzoek met de hand en met de rekenmachine het verloop van de rij met beginwaarde g

(De termen van de rij nemen afwisselend de waarde g en g aan. We zeggen dat zo’n rij

periode 2 heeft. Nu doen er zich geen problemen voor bij de berekening met de rekenmachine.)
Noem f(x) =3.5x(1—x) en f,(x)=f(f(x)).
7. De onderstaande figuur toont de grafiek van f, en de eerste bissectrice. Je kunt narekenen dat

de snijpunten optreden bij de x-waarden 0, ; g en g Het is geen toeval dat dit de getallen

zijn uit de vragen 5 en 6. Geef een goede verklaring!
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(De recursievergelijking die we bestuderen, kunnen we schrijven als t, = f (t,_;) . De x-waarden
waarvoor f(x)=x geven aan welke beginwaarden een constante rij opleveren. Dat hebben we
hierboven geregeld gebruikt om evenwichtspunten te bepalen. De functie f, komt tevoorschijn
wanneer we t, uitdrukken in functie van de term die twee plaatsen voordien staat:

t, = f (tn—l) =f (f (tn—z)) = f2 (tn—z) .

De x-waarden waarvoor f,(x)=x geven ons dus de beginwaarden van de rijen waarvoor
t, =t, =t, =t; =... Vanzelfsprekend geldt dan ook t, =t; =t, =t, =... We krijgen dan m.a.w.

.. i .. 3 6
een rij met periode 2 (of een constante rij: als t, =t; ). Dat verklaart waarom - en - van de

partij zijn. Als de beginwaarde 0 of ; is, zijn alle termen van de rij aan elkaar gelijk. Dan klopt

de voorwaarde hierboven natuurlijk ook.)
Onderzoek en verklaar het verloop van de rij met beginwaarde 0.1. Je moet ver genoeg in de rij
gaan (ongeveer tot rangnummer 40) om te zien wat er te zien is.

(Na een aanloopperiode komen dezelfde vier getallen steeds terug: (afgerond) 0.87500,
0.38282, 0.82694 en 0.50088. Het klopt niet helemaal, want een aantal decimalen veranderen
nog. Maar naarmate je verder gaat in de rij blijven meer en meer decimalen gelijk.

n L o AL
27 37 .E00Be
EJ: : EJ: .B7E
L .xBzBz L .:HzBz
i -BzEAY i -BzROY
i .Co0BE yi
Nz BPE Yz :
yz T yz .xBzBZ
=, 8749972655 luini=,, 8749372635

De rij ‘convergeert’ als het ware naar een “stel limietgetallen met periode 4°. We kunnen dit stel
terugvinden op de manier van vraag 7. Noem f,(x) = f(f(f(f(x)))) (een veeltermfunctie van
graad 16!). De snijpunten van de eerste bissectrice met de grafiek van f, bepalen de rijen met
periode (hoogstens) 4. De onderstaande figuur (links) toont de grafiek. Als we de gepaste delen
uitvergroten (zie bijvoorbeeld de middelste en de rechtse figuur), zien we dat er in het totaal 8
snijpunten zijn.

L
n=.sEfEEN0Y  YE7BRiE1ED
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We kennen reeds vier van deze snijpunten, namelijk deze met x-coérdinaat 0, -

5

6

en —.
7

En

voor de overige vier verwachten we de periodiek terugkerende waarden uit de rij hierboven te

zien. Dat klopt effectief. De onderstaande figuur toont dat voor één van deze vier.

Inkerseckion
n=.874997 28

¥=.B74887 26

Wat experimenteren leert dat er geen rijen zijn die op de lange duur steeds meer lijken op de rij
met periode 2 uit vraag 6, terwijl heel veel rijen op de lange duur steeds meer lijken op de rij
met periode 4. De verklaring daarvoor is dezelfde als die voor het al dan niet stabiel zijn van
een evenwicht. De raaklijnen aan de grafiek van f, in de bewuste vier snijpunten met de eerste

bissectrice hebben allemaal dezelfde richtingscoéfficiént, namelijk (afgerond) -0.03, in
absolute waarde kleiner dan 1. Daarom is dit stel van 4 aantrekkend. De raaklijnen aan de

grafiek van f, in de punten met eerste codrdinaat % en g hebben (beide) richtingscoéfficiént

—1.25, in absolute waarde groter dan 1. Het stel van 2 is daarom afstotend. Het is overigens
niet moeilijk om analytisch aan te tonen dat de vier (resp. twee) raaklijnen dezelfde
richtingscoéfficiént hebben en om de richtingscoéfficiént van de twee raaklijnen analytisch uit te

rekenen.)

deddu=-0ze0elz

P
desdx=-1.z49980

L

b. Limietgedrag bij de logistische recursievergelijking

_

In deze paragraaf maken we een combinatie van paragraaf 9 en 10.a. Ook bij de logistische
recursievergelijking p, =ap2, +(+b)p,,, die in paragraaf 9 geintroduceerd werd, is het immers

interessant het limietgedrag te bestuderen en we doen dat op de manier van paragraaf 10.a. We hebben er
echter voor gezorgd dat deze paragraaf onafhankelijk is van de genoemde paragrafen.

Voor een deel hebben we het limietgedrag reeds bestudeerd in paragraaf 9: in het geval van het discrete,
logistische model voor de groei van de Amerikaanse bevolking is er een limietwaarde —b/a (met de
waarden van a en b die daar gegeven zijn) die overeenkomt met een stabiel evenwicht. Nu laten we de
context van de Amerikaanse bevolking dus los en bekijken we de logistische recursievergelijking in haar
abstracte vorm. VVoor de meeste waarden van a en b is er geen expliciete formule bekend voor de oplossingen

van de logistische recursievergelijking. Daar zullen we dus geen gebruik van kunnen maken.
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Vereenvoudigen van de recursievergelijking

De eerste stap die we zetten, is het eenvoudiger schrijven van de recursievergelijking. We kunnen de eenheid
waarin we de populatiegrootte meten veranderen. In plaats van te werken met het absolute aantal individuen
P, , zullen we relatief werken t.0.v. de evenwichtswaarde —b/a. We zetten de recursievergelijking voor p,

dus om in een recursievergelijking voor z,,, waarbij

_Pn _ 3P
Zn__E_ X
a
We vinden:
z ——Ep
n b n

=2 (ap2, + @),

__ a’pry _a@+b)p,,
b b

__ _%2 _ 8P
= b[ . ]+(l+b)[ . j

=—bz2, +(@1+b)z, ,

De recursievergelijking die we zullen bestuderen, is dus:

z, =(1+b)z, , —bz?,,

waarbij b een positief getal is.

Limietgedrag als b <1

Het webdiagram is gebaseerd op de eerste bissectrice en de parabool met vergelijking y = (1+b)x—bx?. De
eerste bissectrice en de parabool snijden elkaar in twee punten, namelijk de oorsprong en (1,1). Er zijn dus
twee evenwichtswaarden: 0 en 1. De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de parabool in de oorsprong is
1+b, een getal groter dan 1. Het gaat dus om een labiel evenwicht. De richtingscoéfficiént van de raaklijn in
(4,1 is 1—b. Nu moeten we verschillende gevallen onderscheiden.

In het geval b<1 is de richtingscoéfficiént van de raaklijn gelegen tussen 0 en 1. In de onmiddellijke
omgeving van 1 mogen we de parabool vervangen door de raaklijn. Als p, voor een zekere waarde van n in
die omgeving terecht komt, kennen we het verdere verloop van de rij: ze zal vertraagd stijgen naar 1. Het
evenwicht is stabiel. 1 is een aantrekkend vast punt. De onderstaande schermafdrukken tonen het
webdiagram en de gewone grafiek voor het geval b =0.75 (en beginwaarde 0.05). In het webdiagram ligt het
snijpunt tussen de eerste bissectrice en de parabool véor de top.

Flotkl Flotz Flot: . To+E

2Min=A e
OB 1B k-

13-B#yin=11"2

ulaMinaB. 450

L =

wiakina=
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Limietgedragals1 <b <2

In het geval 1<b <2 is de richtingscoéfficiént van de raaklijn gelegen tussen —1 en 0. Ook nu kunnen we
het verloop van de rij gemakkelijk afleiden. In de onmiddellijke omgeving van 1 mogen we de parabool
vervangen door de raaklijn. Als p, voor een zekere waarde van n in die omgeving terecht komt, zullen de
volgende termen in de rij gedempt schommelend convergeren naar 1. Ook in dat geval is 1 een stabiel
evenwicht. De onderstaande schermafdrukken tonen het webdiagram en de gewone grafiek voor het geval
b=1.75 (en met beginwaarde 0.05). In het webdiagram ligt het snijpunt van de eerste bissectrice en de
parabool nu voorbij de top. Ook deze vorm van limietgedrag werd effectief vastgesteld bij biologische
populaties (zie hiervoor bv. [1]).

. F2+E
]
1.732+E
1.73
|

:

u=il+Erkuln=10=-Eruln=1_ | ju=ti+Eifuin=-11-Exuin=-1_

=8
iyzg08 Y=1.0izzzm7 n=BEi4zE09 Y= 9B1Y4zE00 .

x
n=.

Limietgedrag als b = 2.25

We bestuderen nu het geval dat b > 2. In dat geval is de richtingscoéfficiént van de raaklijn strikt kleiner dan
—1. Het evenwicht in 1 is dan labiel. 1 is een afstotend vast punt. Het is nu veel moeilijker om het
limietgedrag te voorspellen. In de onmiddellijke omgeving van 1 kunnen we de parabool nog wel vervangen
door de raaklijn, maar dat helpt ons niet veel meer. Als p, in deze omgeving terecht komt, zal p,,, verder

van 1 liggen dan p,. De termen van de rij verlaten de omgeving dus opnieuw en we kunnen het verdere
verloop niet langer afleiden door te redeneren m.b.v. de raaklijn.

De onderstaande schermafdrukken tonen een tabel en een grafiek voor b = 2.25.

54



o i, WIHOO
g By TFlotSter=1
18 11731 Amiln=a
e e s
= | Umin==. 3
E- AiE:n Vragw=1 . 5
— vz=cl=. 1 t

Er zijn a.h.w. twee ‘limietwaarden’. In de wiskunde noemt men deze ‘limietwaarden’ ophopingspunten. De
termen met oneven rangnummer convergeren naar ¢, =1.17... terwijl de termen met even rangnummer naar

¢, =0.71... convergeren.
Zoals we dat voorheen deden, associéren we aan de recursievergelijking een functie f zo dat de
recursievergelijking geschreven kan worden als z, = f(z,,). In dit geval is de vergelijking van f dus

f(x) = (1+b)x—bx?. We gebruiken deze functie nu om meer inzicht te krijgen in het fenomeen dat we
vaststelden. We hebben dat

¢,=limz enc,=1limz. .
17 i N 27 noqe M
n oneven neven

Als we de functie f toepassen op beide leden in de eerste gelijkheid, vinden we
F(e) = 1( nILrpoo Z,) = nlLer F(z,) = nILrpoo Znia = nILrPooZn =G
noneven noneven noneven neven
Dus: f(c,)=c,.Op dezelfde manier vinden we dat f(c,)=c;,.

Als we op beide leden van deze gelijkheid nu nogmaals f toepassen, vinden we

f(fc))=f(c)=c,.

Dat betekent dat C, een vast punt is van de functie f,, gedefinieerd door f,(x)= f (f(x)). Hetzelfde geldt
voor c,. Dat betekent dat we c, en ¢, moeten kunnen terugvinden als oplossingen van de vergelijking
x=f,(x).

We onderzoeken dat met de rekenmachine. De rechtse schermafdruk hieronder toont de grafiek van f, en de
eerste bissectrice.

Flati Flotz Flok: W IHOOL

W EF. 2okE—2. 25| | Bmin=. ]

s amax=1.73

e Y (R Ascl=.2

~N x Bl Ymin=-.4

~Wy= Ymax=1.6

Hl'\.|-|.|5= HJEE.l:.E .‘_ » M M M M M M 2
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Er lijken vier gemeenschappelijke punten te zijn: de oorsprong en drie andere punten. In de onderstaande
schermafdrukken worden deze punten bepaald.

55



: '|I Interseckion |
=1 n=S1EzAEOE Y= F1EEHEOE

Int-a'r's-a:cl:i'-:-n' iz "I- Int-a.r's-a:-:ti.-:-n'
n=1i41r7zE0ER Y=1 i7=E0ED n=i

Dat 0 en 1 vaste punten van f, zijn, hoeft ons niet te verwonderen. Vaste punten van f zijn immers
automatisch ook vaste punten van f,. De andere twee vaste punten zijn inderdaad c, en c,.

Met wat extra inspanning kunnen we de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van f, in de
punten c, en c, bepalen. We werken dit uit voor c,, het vaste punt dat we het laatst bepaalden. De x-
codrdinaat van het snijpunt is tijdelijk opgeslagen in de variabele X. De onderstaande schermafdruk
bovenaan links toont dat we deze waarde opslaan in de variabele C. De afgeleide kunnen we dan berekenen
op het basisscherm via [MATH] 8:nDeriv( (zie de schermafdruk bovenaan rechts) of op het grafiekscherm
via [2nd] [CALC] 6:dy/dx (zie de schermafdrukken onderaan).

M M
. 153838288 W r123E3R2aR
ROsriwviz 8. 00
. - BE249952385

L L T

Q=I: I :t'.-'d:-:r.l:l.ﬁz'-;ElEl:'-' . ]|

Omdat de afgeleide in absolute waarde kleiner dan 1 is, is ¢, een aantrekkend vast punt van f,. Op dezelfde
manier kunnen we ook de afgeleide in c, berekenen (we mogen niet vergeten eerst het snijpunt opnieuw te

bepalen zodat de goede waarde in de variabele X opgeslagen wordt). Die blijkt gelijk te zijn aan de afgeleide
in c,. ¢, is dus ook een aantrekkend vast punt. Dat verklaart het limietgedrag dat we vastgesteld hebben.

Limietgedrag alsh =2.5

Ook in het geval dat b =2.5 heeft f, vier vaste punten: 0, 1 en de twee vaste punten die hieronder getoond

worden. Nu blijkt de afgeleide in deze twee punten in absolute waarde echter groter te zijn dan 1 zodat het
over afstotende vaste punten gaat.
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De tabel en de grafiek laten zien dat het fenomeen van de twee ophopingspunten hier inderdaad niet optreedt.
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Nu blijkt het te gaan over vier ophopingspunten waar telkens een deel van de termen naar toe convergeert in
een cyclisch patroon.

We verwachten deze vier ophopingspunten terug te vinden bij de vaste punten van de functie f, bepaald

door f,(x)= f(f(f(f(x)))).Hetonderstaande ‘stripverhaal’ van schermafdrukken toont dat dat inderdaad

het geval is. Er zijn 8 vaste punten: 0 en 1 (de afstotende vaste punten van f), 0.6 en 1.2 (de twee bijkomende
vaste punten van f,, die ook afstotend zijn) en de vier ophopingspunten. Deze vier ophopingspunten zijn
aantrekkende vaste punten. Ter illustratie hebben we de afgeleide in één van deze vier berekend.
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Overzicht van het limietgedrag

We zijn dus gestart met één limietwaarde, daarna hadden we een geval waarin er twee ophopingspunten
waren en daarna een geval waarin er vier ophopingspunten waren. We bepreken hieronder een programma
voor de TI84 dat een figuur genereert met een overzicht van het limietgedrag van de rij voor waarden van b
van 1.625 tot 2.85. Eerst bekijken we de figuur.
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L
b=1.75 b=2.25 b=2.5

Op de horizontale as wordt b uitgezet. Op de verticale as worden de limietwaarde of de ophopingspunten
uitgezet. In het geval dat b=1.75 zien we dus dat er een limietwaarde is (in overeenstemming met wat
voorafging). Dat is zo tot b=2. Daarna zijn er twee ophopingspunten (zoals het geval b=2.25, dat we
besproken hebben), die steeds verder uit elkaar gaan. Dan volgt een gebied waarin er vier ophopingspunten
zijn. Daarna zijn er waarden van b waarvoor er 8, 16, 32, ... ophopingspunten zijn. Dat is niet meer goed te
zien op de figuur wegens de beperkte resolutie van het scherm. Vanaf een bepaalde waarde van b
(b>2.692...) wordt het limietgedrag zelfs nog ingewikkelder. In de wiskunde wordt het dan chaotisch
gedrag genoemd (waarbij dat soort gedrag in de wiskunde precies gedefinieerd wordt, maar dat zou ons te
ver voeren).

De onderstaande schermafdrukken tonen het programma waarmee de figuur gemaakt werd.

FPROGERAM:EIFUR FROGRAM:EBIFUR FROGERAM:BIFLUF
:ClrDraw " By Cn—12"2+C1 | |.B1L2S)

s 1. 625+ Rmin +E rdy =1 0" 3y : I+E

R e U sl S CnMin sForc I 5116887
et | tFPlots0FF tPt-0ncB i T2
AL ZE+Ymin sFrOfF : End

2 1. 45+ max sForcIl.1.625,3,.8) :End : :
s1+Y=c1B LHA12500 :StorePic Picl

We overlopen het programma. Eerst worden de tekenvenstervariabelen ingesteld. Vervolgens worden de
recursievergelijking en de beginwaarde van de rij ingevoerd. Daarna wordt de horizontale as doorlopen: b
krijgt waarden van 1.625 tot 3 in stappen van 0.0125. Voor elke waarde van b worden de termen van de rij
met rangnummer 51 t.e.m. 100 berekend en uitgezet. De berekende waarden vallen nagenoeg samen met de
limietwaarde of de ophopingspunten van de rij voor deze waarde van b. Voor b =1.75 bijvoorbeeld zullen al

deze termen nagenoeg gelijk zijn aan 1. Voor b =2.25 zijn de termen afwisselend ongeveer gelijk aan c, en
c,. Enzovoort. De berekende termen worden uitgezet op de verticale rechte corresponderend met de waarde

van b. Voor b =1.75 bijvoorbeeld vallen de uitgezette punten allemaal ongeveer (en in de praktijk zelfs
helemaal) samen met het punt (1.75,1). Voor b =2.25 vallen de uitgezette punten afwisselend (ongeveer)

samen met (2.25,c,) en (2.25,c,).
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Wiskundige modellen die tijdsafhankelijke fenomenen beschrijven, zijn dynamische modellen. Bij discrete
dynamische modellen wordt de tijd opgevat als een discrete veranderlijke, d.w.z. dat de tijd alleen gehele
waarden aanneemt, bv. 0, 1, 2, 3, ... Dergelijke discrete dynamische modellen beschrijven de
tijdsafhankelijke grootheid door een rij van getallen.

Bij het opstellen van wiskundige modellen vertrekt men vaak niet van de veranderlijke grootheid zelf, maar
van informatie over de manier waarop die grootheid verandert. Bij continue dynamische modellen wordt
die informatie vertaald in een differentiaalvergelijking, bij discrete dynamische modellen in een
recursievergelijking. Wiskundig modelleren komt dan neer op het opstellen van een gepaste
recursievergelijking, het oplossen ervan en het bestuderen van het verloop van de oplossing. Dat is wat
we in dit cahier doen. Nu en dan bestuderen we ook recursievergelijkingen zonder verwijzing naar een
fenomeen uit de realiteit. Daarom hebben we in de titel de neutralere term discrete dynamische systemen
gebruikt i.p.v. discrete dynamische modellen.

De TI-84 kan bijzonder goed overweg met recursievergelijkingen en rijen. Ook als we de
recursievergelijking analytisch niet kunnen oplossen, kunnen we de oplossing bestuderen m.b.v. de
rekenmachine. Vooral in de tweede helft van het cahier leren we de rekenmachine als een onmisbare
bondgenoot kennen.

Niet alleen in de wiskunde zelf, maar ook in het onderwijs is de aandacht voor discrete dynamische
systemen de laatste jaren gegroeid. Eén van de eindtermen wiskunde voor de studierichtingen met pool
wiskunde uit de derde graad aso verwijst dan ook terecht naar ‘wiskundig modelleren en oplossen van
problemen met betrekking tot discrete veranderingsprocessen’. Het cahier biedt ook inspiratie voor het
keuzeonderwerp iteratie uit diverse leerplannen.

In het eerste deel van dit cahier behandelen we de meest eenvoudige discrete dynamische systemen. Na
een aantal uitgebreide voorbeelden, formuleren we onze bevindingen in algemene termen en sluiten we af
met een reeks oefeningen. In het tweede deel komen uitbreidingen aan bod. Ze staan los van elkaar en
kunnen dus onafhankelijk van elkaar gebruikt worden.
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