Utforska en trigonometrisk formel
c) Ja. Triangelns méarkning paverkar inte sambanden.

*  Den hér lektionen innebdr att visualisera och Till exempel kan man mirka vinkel A som vinkel C, och

utforska cosinussatsen.
e  Obs: vissa delar av aktiviteten kraver CAS
funktionalitet.

vinkel C som vinkel A osv.

® Efter aktiviteten kommer eleverna att kunna: d) Flytta nu till sidorna 1.4 och 1.5 for att préva dina antaganden fran

. . delfraga c). Dra i hérnen och observera vérdena hos de tva
e manipulera en triangel och observera att . - . .
ekvationerna. Varfor tror du att sambandet antagligen géller.

likheten i cosinussatsen stammer

e manipulera en triangel for att upptacka Sid 1.3 och 1.4

varfor satsen ar sann. EEEE———————— |

e se sambanden medtidigare kinnedom om
trigonometri i ratvinkliga trianglar

A

e  avgora nar satsen kan anvandas for att |0sa G
ut langden hos okdnda sidor och vinklar i
trianglar a

|

a=8.11 A=43.5° c0sA=0.726 b=11.2 ¢c=5.56
a2=65.7 b2+ ¢2-2-b ¢ cosA = 65.7

a=10.4 bpH=6.83 ¢=8.17 (C=51.5° cos C=0.623

c2=66.7 a%+ b2-2-a b cos C = 66.7

N
Cosinussatsen |

1. Sidan 1.2 visar en triangel ABC, med vinklarnaA, B och C, och
motsvarande motsattasidor a, b och c. Du kan andra triangelns

a=8.11 b=11.2 B=108° cosB=-0.315 ¢=5.56
h2=125 a’+ c2-2-a ¢ cosB = 125

utseende genom att dra i nagot av hérnen.

a) Under triangeln ser du l&ngden pa tre sidor, en vinkel, cosinus for

vinkeln, och tva ekvationer. Beskriv i ord vad uttrycket

2,2 N ) . o . ° 1
&“+b*-2abcos C berattar om triangeln. Kommentar till delfraga 1 d): Har kan man nog fa lite

b) Dra nu i hérnen hos triangeln och observera férandringarnai varden . 2
pa sidlangder och vinklar. Trianglarnapa sid 1.2 1.4,1.5 och 1.6 &r varierande svar fran eleverna.

l&nkade till varandra.

c) Tror du att sambandet géller fér de andra sidorna och vinklarna? Om Ga nu tillbakatill sid 1.2 igen och svara pa frdgorna nedan.
du t.ex. byter sida @ med sida c och vinkel A med vinkel C. Kommer 2. Justera triangeln s& att vinkeln C &r 90°.
ekvationen c2 =a2+b2-2ab-cos C att gélla da ocksa? ~

a) Vad &r da cosinus fér vinkeln C? Hur vet du det?

b) Hur ser uttrycket a2 +b2—2ab-cos C ut for en triangel dar C = 90°,

Kommentarer till fragorna: Hur vet du det?

1 a) Uttrycket a’ +b* —2abcos C ger summan av C) Varfor maste det i detta fall vara sant att c© =a 2+ ~2ab-cos C ?

d) Hur skulle likheten i frAgac) se ut om vinkel A var den réta vinkeln?
Om vinkel B var den réata vinkeln? Forklara.

N&r du &r klart gar du till sid 1.6.

kvadraterna av langderna pa tva sidor av triangeln minus
tva ganger produkten av langden hos dessa sidor ganger
cosinus av den mellanliggande vinkeln till dessa sidor.

b) Vdrdena hos de tva uttrycken ar lika. Kommentarer till fragorna finns pa nasta sida:

a=8.11 b=11.2 ¢=5.56 (C=28.2° cos C=0.882

62:31 a2+ b272-a'b- cos C= 31
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a=7.07 b=6.16 ¢=9.35 C=89.7° cos C=0.005

2

c2=87.4 a%+ b2-2-a-bcos C = 87.4

2 a) Cosinus hos vinkel C dr 0. Har kan man nog anta
att de flesta elever kommer ihag detta. Det vet ocksa
att sinus for en rat vinkel ar 1. Manga tanker pa
enhetscirkeln.

Det kan vara svart att dra i hérnen och stéalla in sa att
vinkel C blir exakt O grader.

E

i
1.0 — o5t —:./(l,lflj

(0.-13

b) Uttrycket ar alltid a” +b>. Eftersom cos C =0 s4 &r
2abcos C =0.

c) Eftersom triangeln har en rat vinkel sa ger
Pythagoras sats att a”> +b” =c” och delfraga b) visar
att a° +b° —2abcos C=a’ +b’>. D méste ju gilla att
c>=a’+b* —2abcosC.

d) Om vinkel A var den rata vinkeln sa skulle satsen
kunna skrivas a* =b* +c*> —2bccos A osv.

-""———————" """
3. Den likhet som vi just visade i fraga 2 kallas cosinussatsen. Den &r
sann for allatrianglar, inte bara ratvinkligatrianglar. Pa sidan 1.7,
utreder vi varfor cosinussatsen ar sann.

a) Dra i ett hérn men sa att vinkeln C fortfarande &r spetsig. h kallas
triangelns hojd och den ar vinkelrat mot den sida den skar. Forklara
varfor satsen h=b-sin C, langst ner pa skarmen ar sann.

b) Férklara varfor satsen RS=|b-cosC| ,‘ocksé &r sann.

c) Férklara varfor satsen c? =h2+(| a—xl) ? langst ner pa skarmen ar
sann.

d) Skriv om satsen i fraga c) for sidorna och vinklarnai den
ursprungligatriangeln.

Ga nu till sid 2.1.

: ONy
R 4 S
h=b- sinC x=RS=b-cosC |a—x|=|a—b- cosC]|

=1+ (\a—xDzz.....

3 a) Vi far en ratvinklig triangel med sidorna h, b och
RS. Vi far att sinC =h/b vilket skrivs om som
h=b-sinC.

b) Samma resonemang som i frdga a). cosC =RS/b

ger RS=bcosC och alltsa giller da att RS:|bcosC|.

c) Vi far en annan ratvinklig triangel med sido-
langderna c, h och a-RS=a-x. P:s sats ger da att
¢t =h*+(ja—x|’.

d) a® +b*> —2abcosC

Gartill sid 2.1

4. Du ska nu testa din likhetet i fraga 3d genom att utveckla

(b-sin(C))2+(a—b-cos(C)) 2

a) Utveckla uttrycket pa tva séatt: med programmet och for hand. Jamfor
resultaten. Skiljer sig resultaten at?

b) Om du behéver kan anvénda programmet fér att fA resultaten att
overensstamma. Vilken viktig identitet anvander programmet i
berdkningarna? ‘

—>m

(b- sin(c))z-*-(a—b- cos(c)}z a2*2- a b cos(c)+b2

4 a) Uttrycket ovan &r ju ¢* =h* +(la—x|)* fran
delfraga c) eftersom h=b-sinC och
a—x=a—b-cosC.

Om du utvecklar for hand sa bli det sa har:

(b- sin(c))2+(a_b. Cos(c))2 _

2 2_..2

cta 2

—2ab-cos c+b2 ‘cos“c=
2

b<-sin

% (sin2c+cos c)+ar2 —2ab-cos ¢

2 2

da sin“c+cos“c=1(trigonometriska ettan) far

\

b2+a%-2ab-cos c‘
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b) trigonometriska ettan bygger ju pa Pythagoras sats.

Sid 2.2
- — |
Ga nu tillbakatill sid 1.7 och gér foljande:

LS. Flytta ett eller flera hérn sa att vinkeln C blir trubbig.
a) Vad hander med héjden h?

b) Observera att satserna h=b-sinC och RS=|b-cosC|
fortfarande finns kvar pa skarmen. Visa varfor de fortfarande bada &r
sanna.

c) Ar cosihussatsen sann nér vinkeln C is trubbig? Férklaral

6. Anvand nu, om det dr méjligt, cosinussatsen, for att [6sa de
sidlangder och vinklar som saknas i trianglarna nedan. Om det inte gér
att anvanda cosinussatsen férklara da varfor.

a)a=58b=3.4C=64°b)a=5b=81c=9
c)a=8,¢c=12 A=>50°

5 a) Hojden h ligger nu utanfor triangeln.

h=h- sinC x=RS=b- cosC

c2=n2+ (\a—x\)2= .....

la—x|=|a—b* cosC|

b) Titta nu pa den delvis streckade lilla triangeln till
hoger. Vinkeln vid hornet S @r supplementvinkel till
vinkel C. Da géller att sin(180—C)=sinC sa
h=b-sinC.

Vidare géller att cos(180—C)=RS/b och da blir

RS =b-cos(180—C). For cosinusfunktionen giller att

cos(180-C)=-cos C sa RS=—b-cosC och darfor galler
att |RS|=b-cosC.

c) Cosinussatsen géller dven nér vinkeln C ar trubbig.
Har tittar vi nu pa sidan C som ar hypotenusa i den
ratvinkliga triangeln med kateterna med langd h
respektive a+x. Se figuren ovan.

Enligt P:s sats géller da att

> =h> +(a+x)’ =(bsinC)’ +(a—bcosC)* =

b’ sin® C+a” —2abcosC+b’ cos’ C =

a’ +b’> —2abcosC.

[ |

(b- sin(c))2+(a—b- cos (c)]z
»a2-2-a-b cos(c)+b2

TI-Nspire CAS ger svaret direkt!
6 a) c=5,28, A=81°, C=84°
b) A=34°, B=62°, C=84°c)

c) Du kan inte |16sa denna uppgift eftersom cosinus-
satsen forutsatter tva sidor och mellanliggande vinkel
eller tre sidor. En sadan har triangel existerar inte.

| problem 3 avslutar vi med att visa ett bevis for
cosinussatsen. Forslag: lamna bara denna sida, 3.1, till
eleverna och be dem ta fram ett bevis. Det eleganta
har ar placeringen av triangeln i koordinatsystemet.

| — |
Bevis av cosinusteoremet -

Hér &r ett annat bevis d&r man anvander avstandsformeln. Se figur I
nedan. Vi har placerat ett hérn i origo och en sida efter x-axeln. |Smart! -

7.32 Ty

A(b- cos 6, b+ sin 6‘)

-4.19 a 15.81
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