Exponentialfunktionen och
ranteberakningar

Exponentialfunktioner har manga tillampningar inom
ekonomi. En av de viktigaste, ranta-pa-ranta, har vi
redan haft med i exempel och évningar tidigare. Har
gar vi vidare och kommer att upptacka nagot
intressant med ett speciellt tal.

Om man investerar 1 krona till 10 % arsranta och inte
vare sig satter in eller tar ut pengar sa kan sambandet
mellan tiden och de pengar man har innestaende

beskrivas med formeln y = 1-1,10%, dary &r de

innestaende pengarna och x den tid i hela ar som de
statt inne. Rantan laggs pa vid varje arsskifte och
sedan hander ingenting pa kontot forrén nasta
arsskifte da rénta laggs pa igen. Man sager att
ranteperioden ar ett ar, och att rantan kapitaliseras
arligen. Detta visas i det forsta diagrammet dar vi har
1 kr som startkapital. Vi har anvant funktionen int,
som star for heltalsdelen. De vagrata linjestyckerna i
trappan visar just att det sammanlagda kapitalet ar
oforandrat fram till arsskiftet da rantan laggs pa.
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y
text efter 10 dr har du ett N
kapital pd 2,59 kr

Men man kan ocksa lagga rantan till kapitalet oftare
an en gang om aret. Om halvarsrantan ar 5% sa blir

sambandet y=1-1,05"¥

ar 2x antalet halvar.

. X méater antalet ar och da

3.2 ¥ —
efter 10 ar har du ett \t—i
kapital pd 2,65 kr ~ —(10,2.65)

| =T fa()=1- (1.05)mt(2)
05
(.27 ' 12.33x

Da man jamfor olika laneformer brukar man rakna om
de givna siffrorna till motsvarande arsranta, for att det
ska bli lattare att jamfora. Efter ett ar har man har

y =1-1,05* =1,1025 kr

pa kontot. Halvarsrdantan 5 % motsvarar alltsa en ars-
ranta pa 10,25 %. Heladrsrantan ar alltsa inte dubbla
halvarsrantan.

Vad blir nu halvarsrantan till om man vill att den ska
motsvara en helarsranta pa 10 %? Om vi sager att
rantesatsen ska vara p % sa far vi ekvationen
1-(1+p/100)* =1-1,10

1+ p /100 =1,10"?

p =100 -(1,10"? —1) ~ 4,88 %

2
solve(1-(1+ P ) =1'1.1,p)>p='204.88 or p=4.8809
100

Vi rdknar sedan pa olika kortare kapitaliseringsperioder, dvs
att rantan réknas pa allt mindre delar av ar. Vi gor
berdkningar med kapitalisering halvarsvis, manadsvis,
veckovis osv her mot allt kortare perioder.

Se nésta sida. Dar har vi gjort berdkningarnas i kalkylarket.
Det blir valdigt éverskadligt.

Vi kan kéra med manatlig, veckovis och daglig ranta
om vi vill. Om vi nu valjer allt kortare perioder sa blir
var int-funktion alltmer lik en riktig exponential-

funktion.
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Om man nu later antalet perioder ga mot odndlig-
heten brukar man tala om dgonblicklig kapitalisering.

Vi rdaknar alltsa pa allt kortare kapitaliseringsperioder,
dvs att rantan raknas pa allt mindre delar av ar. Vi gor
berakningar med kapitalisering halvarsvis, manadsvis,
veckovis osv. Vi gjort berdkningarnas i kalkylarket. Det
blir valdigt 6verskadligt. Titta noggrant pa formeln for
kolumn B. kap_per ér alltsa antalet kapitaliseringar
per ar. Den ar var variabel.
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= =1*(1+1/kap_per*(10/100))*(10*k.
1 1. 2.5937
2 28 2.6533
3 12. 2.707
4 52. 2.7157
e 365. 2.7179
6 1000. 2.7181
7 10000. 2.7183
8 1.5 2.7183
<_Q- 1 e/ 2 7183 L
| 1 10| 10 kap_per
5 totalt:=1- |1+ o——
kap_per 100/

Detalj av kalkylarket.

8 1.5 2.7183
9 1.6 2.7183
10 1.8 2.7183

<
B10|=2.7182818270999

N&r vi har 10% perioder blir kapitalet med massa deci-
maler 2,7182818270999. Vi aterkommer till detta.

Berakningen av gransvardet nedan ar inte inskrivet
utan gors av TI-Nspire’s CAS-motor.
[
Detta tal som behallningen verkar att stabiliseras vid
kallas fér € och ar tillsammans med men av de
viktigaste konstanterna i matematiken.

Konstanten dyker upp i manga sammanhang.

Ska man vara formell sa galler att detta varde
beraknas som

= (4]

ko
TI-Nspire gjorde den symboliska berdakningen ovan nar
svaret blev e.

Observera det betydligt enklare sattet att géra berak-
ningar om man anvander konstanten e.

T |
Allt det hér betyder nu att om vi har k st kapitaliseringar per ar
och réntan (r=0.10) berédknas och fors till kapitalet varje
sekund, eller annat litet tidsintervall, under N ar sa kan uttrycket

e N
1+; approximeras med e N

Vi kontrollerar fr 100 berékningsperioder per ar.

0.1 \ 10810
1+ + 2.71828169255
108

e0-1110, 5 71828182846

_____

Vi har nu tittat pa exponentiell tillvaxt dar den relativa
fordndringen &r konstant. Sa ar det inte alltid i den
verkliga varlden. Det tar vi upp i Problem 2.

Problem 2

Lite mer om tillvaxt i den verkliga varlden

Befolkningstillvaxt sker ofta i princip exponentiellt,
men dnda inte riktigt. Den ar exponentiell i den
meningen att tillvaxten ar proportionell mot
befolkningens storlek. Ju fler manniskor det finns ju
fler barn fo6ds. Man skulle kunna skriva detta som

Befolkningsféréndring = k-Befolkningsstorlek

Den har konstanten k ar nu faktiskt inte ar riktigt
konstant. Den dndras 6ver tid och befolkningskurvan
blir da inte riktigt exponentiell. For ett antal ar sedan
ar sedan rdknade FN med en tillvaxt pa ca 1,3 % per ar
men nu har man justerat detta till 1,1 % per ar for det
narmaste decenniet. Ar 2055 kommer befolkningen
att vara ca 10 miljarder och den relativa befolknings-
tillvaxten bara ca 0,5 % per ar.
1
| detta problem visar vi pa en tillvéxt som inte &r riktigt -~
exponentiell. Vi har valt varldens befolkningsutveckling
fran 1951 till 2017, vilket &r 66 ar. Under denna tid steg
befolkningen fran 2,58 miljarder till 7,55 miljarder. Om
vi antar att befolkningen steg helt exponentiellt och vi

vill berdkna den arliga 6kningen i procent kan vi lésa
foljande ekvation\

p 66
solve|7.5503=2.5838 [1+—— P
100

> p=-201.64 or p=1.638

Med en tillvaxt pd ca 1,64 % arligen sa skulle
befolkningen i den modellerade varlden 6ka fran 2,58
till 7,55 miljarder.

Sa har ser vara data ut. De ar inkopierade direkt fran
en webbsida till kalkylarket. Vi har skapat en ny
kolumn med data i kolumn D med formeln =3r-1951.
Da far vi 0 som startar, vilket &r praktiskt da man
raknar med férandringar.

Data i kolumnen rel_forandring aterkommer vi till.
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T e P e |

® A ar S befolkning  C rel_férandring |C ar_fran_.. E
= =ar—1951

1 1951. 2.5838E9 0.

2 1952. 2.6306€E9 1.81 1.

E 1953. 2.6772e9 1.7732 2.

4 1954. 2.7243€e9 1.7582 3.

5 1955. 2.7722e9 1.7597 4.

6 1956. 2.8214e9 1.7726 5.

1957. 2.872e9 1.7923 6.

8 1958. 2.9241e9 1.8151 7. 5
<] 2]
Di{=0.

Vi ritar nu ett spridningsdiagram i appen Data &
Statistik. Man valjer variabel under vagrata axeln och
till vanster om den vagrata axeln.

Vi véljer sedan att analysera data genom s.k.
exponentiell regression. Valj da
Analysera/Regression/Visa exponentiellt

Da far vi vara data och sjalva regressionskurvan.
| ———— e |
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Resultatet blir en tillvaxtfaktor som &r ca 1,68 %.
Verkligheten bakom siffrorna ar dock betydligt mer
komplicerad an sa. Vi ska nu ta och berdkna férand-
ringen ar fran ar och se vad vi far.

® plkning  |C rel_fordndring D ar_fran_.. |E |

= =ar—-1951
112.5838€e9
2 12.6306E9 1.81
312.6772e9
4 12.7243€9
5

5]

2.7722e9

5 [2.8214€9
[0 — 1Bl

b2-bl
c2l=——-100
bl

Bérja med att skriva in =(b2-b1)/b1*100 i cell c2. D&
berdknas den relativa forandringen i befolkningen

[ ] L [

[<][

mellan ar 0 och ar 1. Vi far vardet 1.81 som betyder
att okade med 1,81 %.

Lat nu markoren vara kvar i cell c1 och hogerklicka. Da
kommer foljande meny upp:

|
kz:l‘(lipp ut
2:Kopiera

4:Infoga cell
5:Ta bort cell
&:Fylla

g:Andra storlek v
9:Sammanfatiningsdiagram

A:Snabbgraf

E:Farg 4

Ga till 6:Fylla och ga sedan ner och markera med det
streckade faltet ned till rad 67 och tryck enter.

#® plkning  [C rel_fordndring |D ar_fran_.. |E
= =ar-1951

6417.2985€e9 63.

65| 7.383€e9 64.

66| 7.467€E9 65.

6717.5503€e9 . 66.

68 N

69

[ — Ui
o] 2222 10

#®)lkning  |C rel_forandring |D ar_fran_.. |E |
= =&r—1951

112.5838E9 0.

2 12.6306E9 1.81 1.

3 2.6772€E9 1.7732 2.

412.7243€e9 1.7582 3.

5 2.7722€e9 1.7597 4.

512.8214e9 1.7726 5. 5
- 1]
c3= bsb_zbz‘ 100
| cell c3 har vi da berdkningen = b3-b2 -100, i cell c4
= b4-b3 -100 osv.

b3

Vi far alltsa resultat som rad fér rad visar den relativa
forandringen i procent.
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Ritar vi ett diagram sa for vi féljande intressanta ut-

veckling:
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Uppféljning

Tank dig att du har en krona och att réantan ar 100
procent per ar. Om rantan laggs till kapitalet en gang i
slutet av aret sa kommer behallningen da att vara 2

kr. Vad hander om réntan berdknas oftare? Hur stor ar
da behallningen efter ett ar?

Be eleverna att genomféra berdkningarna pa samma
satt som vi gjorde nar rantan var 10 % och vi berak-
nade behallningen efter 10 ar.
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