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19.1 Uberblick

,Was geschieht mit dem Funktionswert f(x), wenn sich x ,ein bisschen” andert?” Wenn f
an der Stelle x stetig ist, dndert sich f(x) auch nur ,ein bisschen”, wie wir in Abschnitt 18.4
(Band Analysis 3) gesehen haben. Damit ist die Frage qualitativ beantwortet.

Nun gehen wir diese Frage quantitativ an, d. h. wir méchten das Ausmass der Anderung
durch eine Zahl beschreiben. Eine denkbare Antwort wére: ,Wenn sich x ,ein bisschen’
andert, andert sich f(x) 3-mal so stark wie x.” Dieser Zugang fiihrt zum Begriff der Ablei-
tung, dem zentralen Begriff der Differentialrechnung.

Wie schon bei der Untersuchung der Stetigkeit befassen wir uns mit ,winzigen”, ja sogar
unendlich kleinen Anderungen des x-Wertes. Typisch fiir die Differentialrechnung ist die
Frage, wie stark sich etwas in einem bestimmten Moment andert — nicht in einem be-
stimmten Zeitraum.

19.2 Die Ableitung einer stetigen Funktion an einer bestimmten Stelle

19.2.1 Beispiel: Anfahrendes Auto
Ein anfahrendes Auto lege in t Sekunden den Weg
s®=1.5t"
Meter zuriick. Nach ty;=2 Sekunden hat es also den Weg s(2)=6 m zurtickgelegt.
(1) a) Wie stark andert sich der zuriickgelegte Weg, wenn das Auto ,etwas” langer als 2
Sekunden unterwegs ist — z. B. 3 Sekunden anstatt 2 Sekunden?
b) Wievielmal so stark wie t andert sich s?
c) Wie kann man dieses Resultat deuten?
(2) Wie sieht es bei einer Fahrzeit von 2.5, 2.1, 2.01, 2.001, 2.0001 Sekunden aus?
(3) Was geschieht fiir At} 0?
(4) Wie sieht es aus, wenn das Auto ,etwas” weniger lang als 2 Sekunden unterwegs ist,
z. B. 1 Sekunde, 1.5, 1.9, 1.99, 1.999, 1.999 Sekunden?

(1) a) Wenn das Auto etwas langer als 2 Sekunden 4

: . : : s [ml s
unterwegs ist, wachsen die Zeit t und die zu- Iy By iy By g By B
riickgelegte Strecke s an. Die zusatzliche Zeit
bezeichnen wir mit At, die zusatzlich zurtck-

gelegte Strecke mit As.
Nehmen wir einmal an, es sei
At=1s.
Dann ist das Auto insgesamt
to+At=3s
unterwegs. In diesen 3s fahrt es
S(ty+At)=s(3)=13.5m il

10F As

u

1 2 3
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

weit. Der Weg, der in der zusdtzlichen Sekunde Fahrzeit zuriickgelegt wurde, be-
tragt
As =5(3)—s(2) =13.5m—-6m=7.5m.

b) Kurz: Wenn sich die Zeit um At=1 s dndert, dndert sich der Weg um As=7.5 m.
Der Weg hat sich also 7.5-mal so stark gedndert wie die Zeit, was durch den Quo-
tienten

As_7.5m
At s

=7.5m/s

ausgedriickt wird.
ate o AS , , , ,
c) Das Verhaltnis N haben wir wegen einer rein mathematischen Fragestellung un-

tersucht: Wie viel mal so stark wie At dandert sich As? In diesem Beispiel hat dieses
Verhiltnis eine konkrete Bedeutung: die Durchschnittsgeschwindigkeit! Zwischen
Sekunde 2 und Sekunde 3 nach dem Start legt das Auto 7.5 m zuriick. In diesem
Zeitabschnitt fahrt es mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von
As 7.5m
V=—=
At 1s

Es handelt sich nur um eine Durchschnittsgeschwindigkeit, weil der Tachometer
des sich beschleunigenden Autos nach 2 Sekunden eine etwas niedrigere Ge-
schwindigkeit anzeigt, nach 3 Sekunden eine etwas hohere Geschwindigkeit.

(2)  Die Berechnungen sind genau dieselben wie bei (1). Die Resultate — ohne Einhei-
ten —sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

=7.5m/s.

Untersuchter Zeitpunkt: ty=2, s(t;))=6

As
At to+At | s(ty+Ab) As=s(ty+ At)—s(t) m
0.5 2.5 9.375 3.375 6.75
0.1 2.1 6.615 0.615 6.15
0.01 2.01 6.06015 0.06015 6.015
0.001 | 2.001 6.0060015 0.0060015 6.0015
0.00071 | 2.0007 | 6.000600015 | 0.000600015 6.00015

a) Die Antwort As steht jeweils in der zweithintersten Spalte.
. A . . .
b) Die Antwort A—i steht jeweils in der hintersten Spalte.

c) Wieder erhdlt man jeweils eine Durchschnittsgeschwindigkeit. Fir kleine Werte
von At wie zum Beispiel At=0.0001 s erhalt man die Durchschnittsgeschwindigkeit
zwischen Sekunde 2.0000 und Sekunde 2.0001. Das ist praktisch die Momentan-
geschwindigkeit nach 2 Sekunden. Die Momentangeschwindigkeit ist diejenige Ge-
schwindigkeit, welche die Nadel des Tachometers nach exakt 2 Sekunden anzeigt.

(3) o Fiir ALO strebt As—0. (Das ist wegen der Stetigkeit der Funktion s zu erwarten.)

e Fiir At{0 strebt das Verhaltnis %gegen 6. (Das ist nicht von vornherein klar, denn

fir At=0 geht das Verhaltnis % in den unbestimmten Ausdruck % tber.)

e Deutung des Resultats: Die Momentangeschwindigkeit nach exakt 2 Sekunden ist

lim As _ lim s(ty + At) —s(ty)

=6m/s.
ALO AL Ao At
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

(4) Weil das Auto weniger als 2 Sekunden unter- 15k
wegs ist, wird At negativ. Die folgende Tabelle i
zeigt die Resultate fiir einige Werte von At. -
1ot
s(2)
s(1)
-1 |
Untersuchter Zeitpunkt: ty=2, s(ty))=6
As
At to+ At s(ty+Ab) As=s(ty+At)—s(ty) E
1 1 15 —4.5 4.5
-0.5 1.5 3.375 —2.625 5.25
-0.1 1.9 5.415 —0.585 5.85
-0.01 1.99 5.94015 —0.05985 5.985
—0.001 | 1.999 |5.9940015 —0.0059985 5.9985
—0.0001 | 1.9999 | 5.999400015 | —0.000599985 5.99985

Auch jetzt gilt: Fiir AtTO streben As gegen 0 und das Verhiltnis % gegen 6. Die Mo-

mentangeschwindigkeit des Autos betragt nach 2 Sekunden auch gemass dieser Be-
trachtung 6 m/s.

*

19.2.2 Zusammenfassung

(1)

In der Umgebung von ty=2 dndert sich As rund 6mal so stark wie At:
As  s(tg +At) —s(ty)
At At

Der genaue Wert hangt von At ab und lag in den Beispielen zwischen 4.5 und 7.5.

Das Verhaltnis

~ 6.

As _ sty +At)—s(ty)

At At
kann in diesem Beispiel als durchschnittliche Geschwindigkeit des Autos zwischen
den beiden Zeitpunkten t, und t,+At gedeutet werden.

Je ndher At bei O liegt, desto naher liegt das Verhaltnis i—: bei 6. Dabei spielt es keine

Rolle, ob At positiv oder negativ ist:

lim £5 = lim Slto + AD —s(t) =6m/s
A0 At AHO At

und
i 22 = i S A=)
AtTo At AtTo At

Anders ausgedriickt: Der rechtsseitige Grenzwert und der linksseitige Grenzwert exis-
tieren und sind gleich. Also existiert der Grenzwert
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

. As . s(ty +Ab) —s(tg)
[im — = lim
At—>0 At At—0 At
und hat in diesem Fall den Wert 6 m/s.

(4) Der Grenzwert

As s(tg + At) —s(tg)

lim — = lim =6m/s
At—0 At At—0 At
kann in diesem Beispiel als Momentangeschwindigkeit nach t, Sekunden gedeutet

werden.

In Beispiel 19.2.1 haben wir in der Umgebung der Stelle ty=2 Durchschnittsgeschwindig-
keiten fiir einige Zeitrdume berechnet und mit Hilfe des Grenzwertes schliesslich die Mo-
mentangeschwindigkeit des anfahrenden Autos zum Zeitpunkt ty=2 ermittelt.

Nun vergessen wir, dass es um ein anfahrendes Auto geht, und studieren einfach den Gra-
phen der — abgesehen von den Bezeichnungen — selben Funktion bei einer beliebigen
Stelle x,. Es geht also einerseits um eine Verallgemeinerung, anderseits um eine andere
Deutung desselben Beispiels.

19.2.3 Beispiel: Studium eines Funktionsgraphen
Wir studieren den Graphen der Funktion f: x -1 5% in der Umgebung der Stelle x.

(1) a) Um wie viel andert sich der Funktionswert f(xy), wenn x, ,ein wenig” vergrossert
wird?
b) Wievielmal so stark wie x, dndert sich f(x)?
c) Wie kann dieses Resultat gedeutet werden?
(2) Was geschieht, wenn x, um immer weniger vergrossert wird?
(3) Was geschieht, wenn x ,ein wenig” verkleinert wird, und zwar um immer weniger?

(1) Wir bezeichnen die Anderung von X mit Ax, die dadurch bewirkte Anderung des
Funktionswertes mit Af.
a) Der Funktionswert andert sich um - /f/
Af=f(xo+AX)—f(X)- foctAX A=A~ 4+ 3
b) Es ist B
Af - f(xg +AX) —f(x) I
AX AXx i
c) Dieses Verhdltnis kann als die Steigung der- I
jenigen Geraden s gedeutet werden, welche O T 1717
durch die beiden Punkte P(x,, f(xy) und

Q(xo+AX, f(xg)+Af) verlauft, denn es gilt
Hohendifferenz  Af ]
Horizontaldistanz ~ Ax’ Xo XotAX
Wenn der Graph von f zwischen P und Q wie in unserem Beispiel nicht stark ge-
krimmt ist, liegt die Gerade s sehr nahe beim Graphen von f.
(2) Wenn Ax von oben her gegen 0 strebt, riickt Q entlang dem Graphen von f immer
ndher gegen P heran. Dabei verandert sich auch die Steigung der Geraden s. Die je-
weilige Steigung von s ist

Steigung =

3 Af _ flxg + Ax)—1(xq)
T AX Ax
Nachfolgend ist die Situation fiir zwei kleinere Werte von Ax dargestellt.

m
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

{6 7 e et o
ol

¥ Xp XgtAX

Was geschieht, wenn Ax noch kleiner wird, i
noch weiter gegen O strebt? -
P und Q liegen immer naher beisammen, im -
Grenzfall Ax=0 fallen sie sogar zusammen. -

Dann geht die Gerade s nicht mehr durch zwei
Punkte P und Q auf dem Graphen, sondern nur
noch durch den Punkt P (der mit Q zusammen-
fallt).

Der Graph von f wird ,normalerweise” von s in
zwei Punkten geschnitten, im Grenzfall nur
noch in einem Punkt beriihrt. Also ist die Gera- .
de s ,normalerwiese” eine Sekante durch zwei X

Punkte P und Q des Graphen von f, im Grenzfall Ax=0 hingegen die Tangente t an
den Craphen von f im Punkt P. Die Steigung der bei diesem Prozess entstehenden
Tangente ist

o T T T T T

. A . f(xg +Ax) —f(xg)
m; = lim — = lim .
A0 AX  AxLO Ax
Und was passiert, wenn Ax von unten her gegen
0 strebt? Auch dann rickt Q entlang dem Gra-
phen von f immer ndher gegen P heran, und die
Geraden durch P und Q gehen schliesslich tiber
in eine Tangente t mit der Steigung
. Af . f(xg +Ax) —f(xg)
m, = lim — = lim .
AxToOAx  AxTO Ax
Dabei handelt es sich um dieselbe Tangente,
wie wenn Ax von oben her gegen O strebt. Der
Grund: Beide Tangenten verlaufen durch den-

selben Punkt P, und ihre Steigungen sind die

f(xo)

XgTAX

beiden einseitigen Grenzwerte xgtA X X
. Af . f(xg +Ax)—f(xg)
lim — = lim
A0 AX  Axlo AX
und
lim A_f= lim f(x0+Ax)—f(x0).

AXTOAx  axTo AX
Diese sind gleich, wie wir beim Beispiel des anfahrenden Autos gesehen haben.

- 14 - © Pythagoras Lehrmittel



19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

Die Gerade, welche durch die Punkte P und Q des Graphen von f verlauft, bezeichnet
man oft als Sekante. Entsprechend wird mg als Sekantensteigung bezeichnet, m, dagegen
als Tangentensteigung.
19.2.4 Zusammenfassung
(1) Das Verhaltnis
Af f(xo +AX) —f(Xq)
AX Ax
kann als Steigung m, der Sekanten s durch die beiden Punkte P(xq, f(xy) und

Q(xo+AX, f(xo+Ax)) auf dem Graphen von f gedeutet werden.
(2) Der Grenzwert
. Af L f(xg + AX) —f(xg)
lim — = lim
Ax—0 AX  Ax—0 AX

kann als Steigung m, der Tangente t an den Graphen von f im Punkt P(x, f(xy)) gedeu-
tet werden.

19.2.5 Beispiel: Abkihlung von Kaffee

Auf der sommerlichen Piazza San Marco in Venedig wird bei 30°C ein frischer Espresso
mit 78°C in einer vorgewdrmten Tasse serviert. Nach 5 Minuten ist er noch 60°C heiss.

(1) a) Welche Funktion gibt die Temperatur T des Espressos nach t Minuten an?

b) Wie warm ist der Espresso nach ty;=3 Minuten?
(2) a) Um wie viel andert sich die Temperatur, wenn sich der Espresso ,etwas” langer als

3 Minuten abkthlt—-z. B. 8, 6, 4, 3.1, 36—10, 3.001 Minuten anstatt 3 Minuten?

Wievielmal so stark wie t dndert sich T(t)?

Wie kann man dieses Resultat deuten?

Was geschieht fiir Atd0?

Um wie viel andert sich die Temperatur, wenn sich der feine Espresso ,etwas” we-

niger lang als 3 Minuten abkihlt, z. B. 0, 2, 2.9, 2%, 2.999 Minuten?

b
C
d
(3) a

—_ =

_ =

b) Wievielmal so stark wie t andert sich T(t)?
c) Wie kann man dieses Resultat deuten?
d) Was geschieht fiir AtT0?
(1) a) Zur Bestimmung der gesuchten Funktion benétigen wir das Newton'’sche Abkiih-
lungsgesetz. Es lautet
TO=Ty+(TO)-Ty-e ** [19.1]
Dabei bedeuten:
T(t) Temperatur des Espressos t Minuten nach dem Servieren in °C
T(0) Temperatur des Espressos beim Servieren, hier 78°C
Ty  Umgebungstemperatur, hier 30°C
a  Konstante, welche die Abkiihlungsgeschwindigkeit beeinflusst. Je grosser a,
desto rascher kihlt sich der Espresso ab. o ist zum Beispiel von Form und
Material der Tasse abhangig.
Wenn wir alle bekannten Grossen in das Newton’sche Abkiihlungsgesetz [19.1]
einsetzen, erhalten wir

60=30+(78-30)-e *~.

' Newton Isaac, englischer Mathematiker und Physiker, 4.1.1643 (Woolsthorpe) bis 20./21.3.1727 (Ken-
sington, London)

© Pythagoras Lehrmittel -15 -



19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

Diese Gleichung l6sen wir nach a auf. Durch Umformen folgt der Reihe nach

— —-5 5 _ a—b0 5)_
30=48e 7= 3=e :In(g)——Soc

_ 1 5y 1 ~
= o= —g-ln(g)——§-|n0.625 ~ 0.094.

Die Funktion, welche die Abkihlung unseres Espressos beschreibt, ist also

1
T trs 30+ 48. el3M062) [19.2]
b) Mit [19.2] berechnen wir
11n0.625).
TG)= 30+ 48.e3MOOBP _ ceho510c

(2) a) Rechts ist die Situation fir At=5 Minuten dar-
gestellt. Tabelle [19.3] weiter unten enthdlt &0
die Antworten in der zweithintersten Spalte
fir At=>5 sowie einige weitere Werte. 60
Nattirlich ist die Genauigkeit der unten ange-
gebenen Resultate aus der Sicht des Espresso-
geniessers und auch eines Experimentalphysi-
kers vollig absurd; die Temperatur kann nicht ~ Tu
auf 0.0001°C genau gemessen werden. Aber 20
diese extreme Genauigkeit ist fir die Bestim-

FTPCl

. AT
mung des Grenzwertes lim — nétig.

At—0 At -

Untersuchter Zeitpunkt: ty=3, T(t;)=66.2051°C, von rechts her
AT

At to+At | Tlto+A) | AT=Tltg+A0-Tlty) | ——

5 8 52.6282 | -13.5769 —2.71538

3 6 57.3085 | —-8.89659 —2.96553

1 4 62.9568 | -3.24824 —-3.24824

0.1 3.1 65.8663 | —0.338736 —3.38736

1/60 3.016... | 66.1484 | —-0.056773 —3.40064

0.001T | 3.001 66.2017 | —-0.003403 -3.40314

b) Die Antworten stehen in der letzten Spalte von Tabelle [19.3].

[19.3]

) o AT . .. g
c) Wie kann man das Verhaltnis N deuten? Fir At=5 lesen wir in der zweithinters-

ten Spalte von Tabelle [19.3] ab, dass sich der Espresso in zusitzlichen 5 Minuten

um weitere AT~13.6°C abkihlt. Das Verhaltnis AA_I gibt also an, um wie viel der

Espresso in einer Minute durchschnittlich kalter geworden ist: um etwa 2.7°C.
Man kann das als Abkihlungsgeschwindigkeit auffassen. Genauer: Das Verhaltnis

AA—I gibt eine durchschnittliche Abkiihlungsgeschwindigkeit an; die Tabellenwerte

und die Graphik zeigen, dass sich der Espresso zu Beginn des untersuchten Zeit-
intervalles rascher abkthlt als an dessen Ende.
Fir At=0.001 erhdlt man die durchschnittliche Abkiihlungsgeschwindigkeit im
Zeitraum zwischen 3 und 3.001 Minuten, welche schon fast die momentane Ab-

kiihlungsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ty=3 Minuten ist.

16 -
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

d) Tabelle [19.3] entnehmen wir, dass Iirlw AA—I ~ —3.4 °C/ Min. ist. Dies kann als mo-
AtLO

mentane Abkiihlungsgeschwindigkeit nach exakt 3 Minuten gedeutet werden.
(3) a) Die Antworten stehen in der zweithintersten Spalte der folgenden Tabelle.
b) Die Antworten stehen in der hintersten Spalte der folgenden Tabelle.

Untersuchter Zeitpunkt: ty=3, T(t;)=66.2051°C, von links her
AT

At to+At | Tto+A) | AT=Tltg+A0-Tlt) |

-3 0 78.0000 11.7949 -3.93165

—1 2 69.7734 3.56839 -3.56839

-0.1 2.9 66.5470 0.341935 -3.41935

-1/60 |2.983... | 66.2618 0.056766 -3.40597

—-0.001 | 2.999 66.2085 0.003403 -3.40346

[19.4]
c) Wieder kann das Verhéltnis AA—I als durchschnittliche Abktihlungsgeschwindigkeit in

einem bestimmten Zeitraum gedeutet werden.

d) Fiir AtTO erhalten wir den linksseitigen Grenzwert IirTn AA—I ~—3.4 °C/Min. Er kann
AtTo

als momentane Abkiihlungsgeschwindigkeit exakt zum Zeitpunkt ty=3 Minuten ge-
deutet werden.
Weil der rechtsseitige und der linksseitige Grenzwert miteinander (ibereinstimmen, exis-

. . AT .
tiert der Grenzwert lim — ~ —=3.4 °C / Min.
At—>0 At

19.2.6 Zusammenfassung
(1) Das Verhaltnis
AT Tty + At —T(tg)
At At
kann als durchschnittliche Abkiihlungsgeschwindigkeit des Espressos im Zeitraum zwi-

schen t, und ty+At Minuten nach dem Servieren gedeutet werden.
(2) Dagegen kann der Grenzwert

AT T(ty +A)-T(t,)
lim — = lim
At—>0 At At—0 At
als momentane Abkiihlungsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t, gedeutet werden.
Die Abkuhlungsgeschwindigkeit beeinflusst die Eigenschaften vieler Werkstoffe und spielt
z. B. bei der Stahlherstellung eine wichtige Rolle. Viele Materialien sind raschen und gros-

sen Temperaturschwankungen unterworfen: das Teeglas, das mit siedendem Wasser ge-
fullt wird; die Zahne beim gleichzeitigen Genuss von kaltem Eis und heissem Kaffee usw.

19.2.7 Beispiel: Wachstum einer Bakterienkultur

Eine Bakterienkultur umfasst zu Beginn eines Experiments 40 Bakterien und verdoppelt
sich anschliessend alle 15 Minuten. Bezeichnet B(t) den Bestand nach t Minuten, so gilt
also

B(t)=402"".
Wie gross ist die Wachstumsrate nach t;=60 Minuten?
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

Unter der Wachstumsrate versteht man den Zu-
wachs pro Zeiteinheit. Dabei kann es sich um die
mittlere Wachstumsrate wahrend eines Zeitraumes
handeln, also

300¢

AB

At
oder um die momentane Wachstumsrate zu einem
bestimmten Zeitpunkt, also

2000

TO00

In unserem Fall ist nach der momentanen Wachs-

tumsrate zum Zeitpunkt t,=60 Minuten gefragt. Wie

gewohnt untersuchen wir das Verhéltnis AA—I? fiir ALO und fiir AtTO. Die Tabellen:

Untersuchter Zeitpunkt: t,=60, B(t0)=40-260/15=640
AB

At to+At | B(ty+AD AB=B(ty+A0-B(ty) | —-

30 90 2560.00000 | 1920.00000 64

15 75 1280.00000 | 640.000000 42.6666667

1 61 670.268239 | 30.2682386 30.2682386

0.01 60.01 640.295811 | 0.295811139 29.5811139

0.0001 | 60.0001 | 640.002957 | 0.002957435 29.5743484
Dabei sind wir unrealistischerweise davon ausgegangen, dass sich die Bakterien mit abso-
luter Prézision an die angegebene Formel halten.

Untersuchter Zeitpunkt: t,=60, B(t))= 40-2°9"° =640

AB

At to+At B(ty+At) AB=B(ty+At)-B(t) AL

=30 30 160.000000 | —480.0000000 16.0000000

=15 45 320.000000 | —320.0000000 21.3333333

—1 59 611.098627 | —-28.90137350 28.9013735

—-0.01 59.99 639.704326 | -0.295674476 29.5674476

—0.00071 | 59.9999 | 639.997043 | —0.002957421 29.5742116
Resultat: Zum Zeitpunkt t,=60 Minuten liegt die Wachstumsrate bei ca. 29.6 Bakterien
pro Minute.

¢
19.2.8 Zusammenfassung
(1) Das Verhaltnis
AB _ B(ty +At)—Bity)
At At
kann als durchschnittliche Wachstumsrate der Bakterienkultur im Zeitraum zwischen

ty und ty+At Minuten nach Beginn des Experiments gedeutet werden.

(2) Dagegen kann der Grenzwert
B(t, + At)—B(t,)

At
als momentane Wachstumsrate zum Zeitpunkt t, gedeutet werden.

. AB .
[im — = [im
At—>0 At At—0
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

19.3 Zusammenfassung der Beispiele und Definitionen

Wir haben anhand verschiedener Beispiele die Frage ,wievielmal so stark wie x andert
sich der Funktionswert f(x)2“ studiert. Dazu haben wir Verhaltnisse der Form
As Af AT AB
—, —, — und —
At Ax At At
untersucht. Stets ging es um Anderungen in einem Zeitraum oder in einem Intervall, und
stets konnten diese Verhaltnisse praktisch gedeutet werden: als durchschnittliche Ge-
schwindigkeit eines anfahrenden Autos, als Steigung einer Sekanten, als durchschnittliche
Abkuhlungsgeschwindigkeit oder als durchschnittliche Wachstumsrate. Diese Verhaltnisse
werden mit einer allgemeinen Bezeichnung versehen: ,Differenzenquotient” — eben des-
halb, weil es sich stets um einen Quotienten, also ein Verhdltnis zweier Differenzen han-
delt.
Indem wir die Differenz im Nenner gegen O streben liessen, erhielten wir jeweils einen
Grenzwert, namlich
. As . Af AT . AB
lim —, lim —, lim — oder lim —
At—>0 At Ax—0 AX  At—0 At At—0 At
der iiber momentane Anderungen Auskunft gab: momentane Geschwindigkeit, Tangen-
tensteigung, momentane Abkuhlungsgeschwindigkeit, momentane Wachstumsrate. Immer
ging es um Anderungen zu einem Zeitpunkt oder in einem Punkt. Der Sammelbegriff fiir

"y

diese Grenzwerte ist , Differentialquotient” oder , (erste) Ableitung””.

- : untersuchtes Verhéltnis untersuchter Grenzwert
Beispiel untersuchte Funktion
Deutung Deutung
anfahrendes | <.t 1 5.¢2 As _slty +AD=s(ty) | L As sty +AD —s(t)
Auto At At At—>0 At At—0 At
durchschnittliche Geschwindig- | momentane Geschwindigkeit zum Zeitpunktty
keit im Zeitraum [to, to+At].
Graph einer | . y -1 5.y Aff(xg +Ax) = 1(xg) lim Af im f(xg +Ax) —f(xq)
Funktion AX AX Ax—0 AX  Ax—0 AX
Stejgung der Sekanten durch die | Steigung der Tangente an den Graphen von f
beiden Punkte P(x, f(xg)) und im Punkt P(xo, f(xo))
Qlxo+Ax, f(xo+Ax)) auf dem
Graphen von f
Abkihlung 1 7. 30+4g.¢ " | AT _ Tlto +AD=T(to) | . AT . Tlto +AD—T(to)
von Kaffee At At A0 At At—0 At
durchschnittliche Abkiihlungsge- | momentane Abkiihlungsgeschwindigkeit zum
schwindigkeit im Zeitraum Zeitpunktty
lto, to+Al]
Wachstum | B t s 40.2"" AB _ B(ty +At) —B(ty) im B i B(ty + At) - Bl(ty)
einer Bakte- At At A0 At A0 At
rienkultur durchschnittliche Wachstums- | momentane Wachstumsrate zum Zeitpunktty,
rate im Zeitraum [to, to+At]
Allgemeine | f: x1—y Ay _ f(xg + Ax) —f(xq) lim Ay _ im f(xg +Ax) —f(xq)
Bezeich- Ax Ax A0 AX  Ax—0 Ax
nungen Differenzenquotient Differentialquotient, (erste) Ableitung von fan
der Stelle xp
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

19.3.1 Definitionen
Es sei f: x > y eine Funktion und x, gehére zum Definitionsbereich von f.
(1) Das Verhaltnis
Ay f(xg +Ax) —f(xq)
Ax Ax
heisst Differenzenquotient von f fiir das Intervall [x,, x+A4X].
(2) Wenn der Grenzwert

im Ay _ im f(xg +Ax) —f(xq)

Ax—>0 AX  Ax—0 AX

existiert, heisst f differenzierbar an der Stelle x,,.
(3) Wenn die Funktion f an jeder Stelle des Definitionsbereiches differenzierbar ist, heisst
f differenzierbar.
(4) Der Grenzwert
lim ﬂ: lim f(xg +Ax)—f(xq)
Ax—0 AX  Ax—0 AX

heisst Differentialquotient von f an der Stelle x, oder auch (erste) Ableitung von f an der

Stelle xg.
: dy d ,
Bezeichnungen: —~(x), —f(x,) oder f'(x).
dx dx

19.3.2 Bemerkungen

. % wird als ,dy nach dx“ ausgesprochen. % ist kein Bruch, sondern einfach eine
X X
Schreibweise. Sie erweist sich in vielen Situationen als praktisch, denn oft verhdlt sich
dy

™ tatsdchlich wie ein Bruch. Die Terme dx und dy heissen Differentiale, was die Be-
X

zeichnung ,Differentialquotient” erklart. Interessierte finden in Abschnitt 19.7 mehr
tiber Differentiale.

e Bei manchen Beispielen haben wir Funktionen untersucht, deren Wert von der Zeit t
abhangt: s(t), T(t) und B(t). Dann erhdlt man beim Ableiten die Differentialquotienten

oder Ableitungen s'(ty), T'(ty), B'(tp). In diesem Fall sagt man, man habe ,nach der Zeit
abgeleitet” und schreibt — vor allem in der Physik — die entsprechenden Ableitungen
oft auch mit Punkten anstatt mit Strichen: $(t;), T(to) bzw. B(to).

e Die verschiedenen Bezeichnungen fiir die Ableitung von f sind historisch zu erklaren.

Newton und Leibniz? entwickelten in der zweiten Hilfte des 17. Jahrhunderts etwa
gleichzeitig, jedoch auf verschiedenen Wegen, die Differentialrechnung und die im
Band Analysis 5 behandelte Integralrechnung. Es entwickelte sich ein langer Streit, wer
zuerst welche Erkenntnisse gewonnen hatte.

Leibniz befasste sich mit dem Problem der Tangentensteigung und entwickelte die

Schreibweise ﬂ Newton hingegen untersuchte physikalische Probleme und verwen-
X
dete die Schreibweisen mit Strichen und Punkten: y" und $. Heute sind beide Notatio-

nen gelaufig.

* Leibniz Gottfried Wilhelm, deutscher Universalgelehrter, 1.7.1646 (Leipzig) bis 14.11.1716 (Hannover)
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

19.4 Was bedeutet Differenzierbarkeit anschaulich?

Eine Funktion f ist an einer Stelle x, ihres Definitionsbereiches differenzierbar, wenn der
. A - . o . A
Grenzwert lim —F existiert. Das bedeutet, dass der linksseitige Grenzwert lim Y und
Ax—0 AX AxTO AX
der rechtsseitige Grenzwert hT A_y existieren, miteinander tbereinstimmen und endlich
Ax¥0 AX
sind.
Wenn eine Funktion an der Stelle x nicht differenzierbar ist, dann muss also eine dieser

Bedingungen verletzt sein.

19.4.1 Beispiele: Links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren, sind aber verschieden.

(1) Konstruieren Sie eine Funktion f, die an der Stelle x,=0 aus diesem Grund nicht diffe-
renzierbar ist.
(2) Sind die folgenden Funktionen an der Stelle x,=0 differenzierbar oder nicht?

132 fallsx<0 x+, falls x>0
a) g x> x| b) h: x> {° Q) i: x>
15X, falls x > 0 —x+, falls x <0
. I . . . . Ay .
(1) Wir nehmen willkdrlich an, f(0) sei O, der linksseitige Grenzwert lim —~ sei —2, der
AxT0 AX
A
rechtsseitige Grenzwert Iir¢n A_y sei . Wichtig ist nur, dass die beiden einseitigen
Ax¥0 AX

Grenzwerte nicht Ubereinstimmen.
Also gilt einerseits

Ay o flxg+AX)—f(xg) . fO+Ax)—f(0) . f(Ax)
lim — = lim = lim = lim =-2,
AxTOAX  AxTO AX AxTO AX AxT0  AX
anderseits
Ay flxg+ A —f(xg) . fO+A)-f0) . f(AX) 1
lim — = lim = lim ——————— = |lim =—.
A0 AX Ao AX A0 AX A0 AX 3
Im ersten Fall folgt aus
lim f(Ax) =-2,
AxTo  AX

dass

[im f(Ax) = lim —2- Ax
AxTO AxTO

sein muss. Es gibt unendlich viele Funktionen, welche diese Bedingung erfiillen, weil
der linksseitige Grenzwert nur eine Aussage tber die ,unmittelbare Umgebung links”
des Punktes (0, 0) macht; was in grosserer Entfernung passiert, ist nicht festgelegt. Eine
besonders einfache Funktion, welche die Bedingung

[im f(Ax) = lim —2- Ax

AxTO AxTO

sicher erfullt, ist

f: x > =2x fiir x<0. [19.5]

: . f(Ax) 1 : .1 :
Im zweiten Fall folgt aus lim =—,dass lim f(Ax) = lim —-Ax gelten muss. Wie
Ao Ax 3 Axo Ao 3

vorhin Gberlegen wir uns: Eine besonders einfache Funktion, welche diese Bedingung
erfullt, ist
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

f: x> %xf[]r x>0, [19.6]

Nun setzen wir die gefundenen Teilfunktionen
[19.5] fiir x<O und [19.6] fiir x>0 zusammen:
Die Funktion

—-2x, falls x <0 i
fix— ]
gx,fallsx>0 L

101

i
T

ist an der Stelle x,=0 nicht differenzierbar, weil
dort der linksseitige Grenzwert und der rechts-
seitige Grenzwert nicht Ubereinstimmen. lhr
Graph ist rechts abgebildet. Man erkennt, dass
die Funktion f an der Stelle x,=0 zwar stetig ist,
aber dort einen , Knick” hat. -b
Die eben konstruierte Funktion f ist also Gberall differenzierbar — ausser an der Stelle

xo=0. Fiir alle x,<0 ist die Ableitung f'(xo)=-2, fiir alle x,>0 ist f'(xo)= 1.

| | 1 1 1 1 | I

1
5

Anschaulich: Eine Funktion f ist an einer Stelle x, nicht differenzierbar, wenn der
Graph von f dort einen , Knick” hat.

(2) a) Bei der Funktion -
x> [ = x, falls x > 0 i
& ~|=x, fallsx <0 i
betragt der linksseitige Grenzwert an der Stel- i
|e XOZO -
<0 5L 5
AX) - g(Xg) -Ax—-0
lim 8lXo £ A%) ~ glXg = lim =-1, I
AxT0 Ax AxTo  AX -
der rechtsseitige Grenzwert dagegen -
>0 -
lim g(xO+Ax)—g(x0)=“m Ax—0=1. e —
Ao AX A0 AX

Also ist g an der Stelle xo=0 nicht differenzierbar, weil die beiden einseitigen
Grenzwerte verschieden sind.
b) Weniger offensichtlich ist die Knickstelle der

Funktion h an der Stelle x,=0. Aber der links-
seitige und der rechtsseitige Grenzwert sind L

verschieden. Der linksseitige Grenzwert ist: sk
o+ 20— 1A -0 I
_ ~AX° —
lim (Xg + Ax) —h(xg) i 22X 0 i
AxTO Ax AxTo  AX L
= lim 1Ax =0, h
axto?

der rechtsseitige Grenzwert dagegen E 5
>0 : B
lim hix + &%) = hixo) _ lim —ﬁAX_O:i. [

Ax0 AX A0 AX 10

Selbst wenn der Unterschied zwischen den beiden einseitigen Grenzwerten noch

viel kleiner wére — einfach nicht exakt gleich 0 —, wére doch eine Knickstelle vor-
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

handen und die Funktion dort nicht differenzierbar. An allen Stellen ausser x,=0
ist h aber differenzierbar.

c) Die erste Ableitung in einem Punkt P kann als
Steigung der Tangente in diesem Punkt ge-
deutet werden. Rechts sind die Tangenten an
die beiden Kurvenstiicke eingezeichnet. Weil
die beiden Tangenten nicht dieselbe Steigung
haben — die eine Steigung ist +1, die andere
—1 — stimmen auch der linksseitige und der -5
rechtsseitige Grenzwert nicht miteinander
Uberein. Dasselbe Resultat erhalt man beim
rechnerischen ,Herantasten” an den Grenz-

wert. y=x+0.5

19.4.2 Beispiele: Der Grenzwert existiert nicht, weil er nicht endlich ist.
Sind die folgenden Funktionen an der Stelle x,=0 differenzierbar oder nicht?

(1) f: x> x (2) gix> 4| x]|

(1) Der linksseitige Grenzwert existiert nicht, denn

Jx st fur x<0 nicht definiert; wir kénnen uns
deshalb nicht von links her gegen O herantasten.
Beim rechtsseitigen Grenzwert sieht es anders

aus: .
Untersuchte Stelle: x=0, f(xy)=0
Af

A fi= — —

X Af=f(xg+Ax)—f(xq) Ax
1 1 1
0.01 0.1 10
0.0001 | 0.01 100 1
0.000001 | 0.001 1000
10736 10718 10'8

. . Af ;
Man erkennt, dass der Differenzenquotient ™ tber alle Massen wachst, wenn Ax
X

gegen O strebt. Weil die Folge der Differenzenquotienten nicht gegen eine bestimmte
Zahl strebt, sondern gegen o, existiert der rechtsseitige Grenzwert nicht. Also existiert
auch die Ableitung f'(0) nicht.

Die Tatsache, dass die Folge der Differenzenquotienten gegen unendlich strebt,
bedeutet geometrisch, dass die Tangente an den Graphen von f im Punkt (0, 0) senk-
recht verlauft.

Anschaulich: Eine Funktion f ist an einer Stelle x, nicht differenzierbar, wenn die

Tangente bei der Stelle xg an den Graphen von f senkrecht verlauft.

In unserem Beispiel fallt die Tangente gerade mit der y-Achse zusammen. Aber die
Tangentensteigung ist nicht definiert — allenfalls wére sie +o0 oder —o. Es ist also
moglich, dass an einer gewissen Stelle wohl die Tangente existiert, nicht aber die Ab-
leitung!
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

(2) Die Funktion

5_
g X 4| X] _
ist an der Stelle x,=0 sogar aus zwei Griinden - g
nicht differenzierbar: Dort ist eine Knickstelle, B
und die Tangente an den Graphen von g im -
Punkt (0, 0) ist die senkrecht verlaufende y-Ach- ~——+——"— T
se. -
=5
L4

Es besteht auch ein Zusammenhang zwischen der Differenzierbarkeit einer Funktion an
einer bestimmten Stelle und der Stetigkeit an dieser Stelle.

19.4.3 Satz
Jede Funktion f, die an einer gewissen Stelle x,, differenzierbar ist, ist dort auch stetig.

Beweis
Weil f an der Stelle x, differenzierbar ist, existiert dort der Grenzwert
A
lim 2L —a,
Ax—0 AX

wobei A eine endliche Zahl ist. Wir multiplizieren diese Gleichung mit Ax und erhalten
lim Ay = lim A-Ax.

Ax—0 Ax—0
Fiir Ax —0 strebt die rechte Seite gegen 0:

lim Ay = 0.
Ax—0

Das ist aber gerade die Bedingung, die wir bei Definition 18.4.1 fiir die Stetigkeit von f angegeben haben.
|

Dieser Satz besagt umgekehrt, dass eine Funktion, die an der Stelle x, unstetig ist, dort
sicher nicht differenzierbar sein kann. (Wére sie namlich differenzierbar, musste sie ge-
mass Satz 19.4.3 stetig sein.)

19.4.4 Zusammenfassung

Eine Funktion f ist an der Stelle x, nicht differenzierbar, wenn ...
... der Graph dort einen Knick hat oder

... der Graph dort eine senkrechte Tangente hat oder

... der Graph dort unstetig ist, also z. B. einen Sprung macht.

19.5 Graphische Bestimmung der Ableitung f'(x,)

Bisher haben wir den Wert der Ableitung f'(x,) rechnerisch durch ,Herantasten” an den
Grenzwert bestimmt. Wenn man wie in Beispiel 19.2.3 die Ableitung als Tangenten-
steigung deutet, eroffnet sich auch eine graphische Moglichkeit: Man zeichnet an der
gewlinschten Stelle die Tangente an den Graphen von f ein und bestimmt mithilfe eines
Steigungsdreiecks deren Steigung.
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

19.5.1 Beispiele

(1) Wie schnell fahrt das anfahrende Autos nach einer Sekunde (siehe Beispiel 19.2.1)?

(2) Welches ist die Abkiihlungsgeschwindigkeit des Espressos von Beispiel 19.2.5 nach 3
Minuten?

(1) Hier geht es um die Funktion s [m]
s: t— 1.5t%.

Wir zeichnen im Punkt P(1, 1.5) des Graphen
von s die Tangente t moglichst genau ein. 5+
Dann ergdnzen wir ein Steigungsdreieck der
Tangente t. Besonders bequem wird die Berech-
nung der Ableitung, wenn Ax=1 ist. Die waag-
rechte Kathete des Steigungsdreiecks verlduft in N
diesem Fall zwischen den beiden Punkten P und ——
(2, 1.5), die senkrechte Kathete zwischen dem
Punkt (2, 1.5) und dem Punkt Q(2, ...) auf der / R
Tangente t. Durch Ausmessen findet man
Ay=4.5-1.5=3.

Also ist die Momentangeschwindigkeit des anfahrenden Autos nach 1 Sekunde gleich
der Steigung der Tangenten t, namlich

A
mt=—y:2:3 m/s.
Ax 1
(2) Wir zeichnen im Punkt P(3, ...) die Tangente an LT [2C)

den Craphen der Funktion T. Um die Tangen- %
tensteigung mit einigermassen brauchbarer Ge-
nauigkeit zu erhalten, wahlen wir beim Stei- 49
gungsdreieck At nicht 1, sondern grosser, zum
Beispiel At=5, und zeichnen die waagrechte
und die senkrechte Kathete des Steigungsdrei-
ecks ein. Fir AT finden wir ungefahr

49°C - 66°C= -17°C, 70
und fir die momentane Abkiihlungsgeschwin-

oy
I B I B
|
1 Y A A e I

digkeit nach genau 3 Minuten O
AT —17°C - t 10 1
— = — ~—3.4°C/min.
At 5min
¢

19.5.2 Bemerkungen

(1) Es ist dusserst wichtig, dass der Punkt Q auf der Tangente t liegt und nicht auf dem
untersuchten Graphen. (Wenn Q auf dem untersuchten Graphen lage, wiirde man
die Steigung einer Sekanten, d. h. einen Differenzenquotienten, berechnen anstatt
die gesuchte Steigung der Tangente, d. h. den Differentialquotienten.)

(2) Oben haben wir zur Berechnung der Ableitung einfach das Verhaltnis

A
Ay _3_ 3m/s
Ax 1
A
gebildet. Aber die Ableitung ist als Grenzwert lim 2Y definiert. Wo ist der Grenz-
Ax—0 AX

wert geblieben? Er wurde beriicksichtigt, indem wir die Tangentensteigung berechnet
haben und nicht eine Sekantensteigung.
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

(3) Diese Methode steht und fallt mit der Genauigkeit, mit welcher der Graph und vor al-
lem die Tangente gezeichnet wird. Wenn man am exakten Wert der Ableitung inter-
essiert ist, liefert diese graphische Methode nur bedingt brauchbare Resultate. Trotz-
dem werden wir noch ab und zu auf diese Methode zuriickgreifen, weil sie mit wenig
Aufwand qualitativ gute Aussagen ermdglicht.

19.6 Erganzung: Rechnerische Bestimmung der Ableitung f’'(x,)

Oft haben wir die Ableitung f'(xy) = lim Ay bestimmt, indem wir flir Ax verschiedene,

Ax—0 AX
immer ndher bei O liegende Werte eingesetzt und die Entwicklung der Differenzenquoti-
A
enten =Y beobachtet haben. Wozu dieser Aufwand? Reicht es nicht, einfach einen ,win-

Ax
zigen” Wert flr Ax einzusetzen und das Resultat des Taschenrechners oder Computers auf
die nichste ,schone” Zahl zu runden?

Zur Beantwortung dieser Frage greifen wir nochmals Beispiel 19.2.7 (Bakterienvermeh-

rung) mit der Funktion B: t+— 40- auf und fligen noch einige Zeilen an:

Untersuchter Zeitpunkt: t,=60, B(t))=640

AB
At AB=B(ty+At)-B(ty) AL
1 30.268 238 605 30.2682386
0.01 0.295 811 138 68 | 29.5811139
0.000 1 0.002 957 434 84 | 29.5743484
0.000 001 0.000 029 574 32 | 29.5743200
0.000 000 01 0.000 0002 957 6 | 29.5760000
0.000 000 000 1 0.000 000 029 60 | 29.6000000
0.000 000 000 01 0.000 000 000 32 | 32.0000000
0.000 000 000 001 0.000 000 000 04 | 40.0000000
0.000 000 000 000 1 0.000 000 000 00 | 0.00000000
0.000 000 000 000 01 | 0.000 000 000 00 | 0.00000000

Man erkennt, dass die Differenzenquotienten zundchst immer ndher gegen ca. 29.574

streben, sich dann aber plétzlich wieder von dieser Zahl entfernen und schliesslich nur

noch den Wert 0 annehmen. Was ist hier los?

Hier zeigen sich zwei einander entgegengesetzte Wirkungen:

e Weil wir untersuchen, was fiir At — 0 passiert, gilt sicher diese Regel: Je ndher At bei O
liegt, desto naher liegt der Differenzenquotient beim gesuchten Differentialquotienten.

e Theoretisch stimmt das. Aber in der Praxis arbeiten alle Taschenrechner und Computer
mit einer beschrankten internen Genauigkeit, sagen wir einmal mit insgesamt 14 Stel-
len. Die letzten Ziffern werden oft nicht angezeigt, weil sie mit den unvermeidlichen
Rundungsfehlern behaftet sind. Wenn man nun zwei Zahlen voneinander abzahlt, die
sehr nahe beieinander liegen, kann es passieren, dass man nicht mehr mit zuverlassi-
gen Zahlen rechnet, sondern nur noch mit Rundungsfehlern.

Fir At=10 2 beispielsweise ist t,+At = 60.000 000 000 000 1. Diese Zahl kann von
einem mit nur 14 Stellen arbeitenden Rechner nicht mehr exakt dargestellt werden, er
wird sie deshalb auf 60.000 000 000 000 = 60 runden. Also ist in diesem Fall fiir den
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

Taschenrechner oder Computer t,+At dasselbe wie t,. Zwangslaufig werden dann
auch AB = 0 und AB _ 0.
At

Bei welchen Werten von At oder Ax macht sich dieses Problem stark bemerkbar? Dies
hangt von der untersuchten Funktion und von der Genauigkeit des Taschenrechners oder
Computers ab. Eine allgemeingiiltige Aussage ist deshalb nicht méglich. Durch das ,He-
rantasten” wird aber sichergestellt, dass man das Problem erkennen kann. Damit kann der
gesuchte Differentialquotient — in diesem Beispiel tbrigens 29.5742797 — zuverlassiger
abgeschatzt werden.

19.7 Erganzung: Die Differentiale dx und dy

In Bemerkung 19.3.2 wurden die Differentiale dx und dy erwahnt. Zur Erinnerung:

?(xo) ist eine andere Schreibweise fir f'(xy). Was hat es mit den beiden Differentialen
X

dx und dy auf sich? Dazu betrachten wir die Tangente t an den Graphen einer Funktion f.
e Einerseits ist ihre Steigung m=f"(x,). |
e Anderseits konnen wir an die Tangente t ein be- _

liebiges Steigungsdreieck einzeichnen; seine Sei- -

ten nennen wir dx und dy. Dann gilt m, = ? I
X 5+

Fassen wir beide Uberlegungen zusammen, finden -
wir -

f'(xg) = d—z bzw. dy =f'(xg)-dx.
Diese Formel gilt fir jedes Steigungsdreieck der Tan-  —
gente t. Es spielt also keine Rolle, ob dx und dy kur- -
ze oder lange Dreiecksseiten sind; nur das Verhaltnis
ist wichtig.
Was ist der Unterschied zwischen dx und dy einerseits, Ax und Ay anderseits?
Wieder betrachten wir den Graphen von f, zeichnen
diesmal aber eine Sehne s ein. Die Endpunkte P und
Q der Sehne auf dem Graphen von f bestimmen ein
Steigungsdreieck mit den Seiten Ax und Ay. Deren
Verhdltnis ist gleich der Steigung der Sehne s:

-3 -
Ax L
Das Verhaltnis % ist nur eine Ndherung an die Tan- I
X s

gentensteigung f'(xy). Das Verhdltnis % hingegen | '/xo 5
X L

liefert die exakte Tangentensteigung.
Wir verzichten an dieser Stelle auf die vertiefte Untersuchung von Differentialen und ver-
weisen stattdessen auf die weiterfiihrende Fachliteratur zu diesem Thema.
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19.8 Erganzung: (Nicht) differenzierbare Funktionen in der Praxis

Wir haben in Abschnitt 19.4 gesehen, dass eine Funktion f an der Stelle x, nicht differen-
zierbar ist, wenn ...

... der Graph dort einen Knick hat oder

... der Graph dort eine senkrechte Tangente hat oder

... der Graph dort einen Sprung macht oder oszilliert, die Funktion f dort also unstetig ist.

19.8.1 Beispiel
Wo ist die Flugbahn eines springenden Balls differenzierbar, wo ist sie es nicht?

Die Flugbahn eines springenden Balles ist Gberall dif-
ferenzierbar — ausser an denjenigen Stellen, wo der
Ball auf dem Boden aufprallt und wieder aufspringt.
Cleiches gilt fur die Sprungbahn eines davonhop-
pelnden Hasen. Weil die Sprunghdhe rasch ab-
nimmt, ist anzunehmen, dass es sich um einen rasch
ermidenden Hasen handelt.

19.8.2 Beispiel
Wo spielt Differenzierbarkeit beim Gleisbau eine Rolle?

Beim Ubergang zwischen einem geraden Gleisstiick
und einem Kurvenstiick treffen die Graphen zweier
Funktionen aufeinander, von denen eine linear ist,
die andere nicht. Dieser Ubergang muss an der
,Nahtstelle” knickfrei sein, weil die Rader des Zuges
die Richtung nicht in Nullkommanichts andern kon-
nen.

Rechts stellt die dicke Linie ein Gleis dar, das an der
Nahtstelle P einen Knick aufweist. Die knickfreie
Fortsetzung der Funktion f im Punkt P ware die
Funktion h, welche mit der Tangente an den Graphen von f im Punkt P (ibereinstimmt.
Damit die Graphen zweier Funktionen f und g im Punkt P knickfrei aneinander anschlies-
sen, missen zwei Bedingungen erfillt sein:

f(xp)=g(xp) und f'(xp)=g'(xp).

Die erste Bedingung stellt sicher, dass die beiden Graphen im Punkt P Gberhaupt zusam-
mentreffen, und die zweite Bedingung garantiert, dass die Graphen mit derselben Rich-
tung aufeinander treffen — also knickfrei.

Die beiden folgenden Fotografien illustrieren, dass der Ubergang zwischen dem geraden
Stiick und der Kurve knickfrei ist. Auf der Fotografie links ist die ganze Kurve zu sehen, auf
der Fotografie rechts befand sich die Kamera genau tiber einer Schiene. Kleinste Knicke
missten so zu erkennen sein. Das sind sie aber nicht — was den Reisekomfort der Passa-
giere spirbar erh6ht. Die Bedingung der Knickfreiheit muss auch bei einer Weiche erfillt
sein.
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

Die Aufaeink ntsn in der Nihe des Bahnhofs Leuggelbah GL. an erkennt in der Bildi den

Regionalzug Linthal-Rapperswil und im Hintergrund den Todi, dessen markanter eisbedeckter Gipfel
3’614 m tber dem Meeresspiegel liegt — ziemlich genau 3’000 Meter tiber dem Talboden.
Die Aufnahme rechts entstand beim Bahnhof Luchsingen-Hétzingen GL. Weil der Ubergang von den gera-
den Cleisen zu den gekriimmten Gleisen knickfrei verlauft, ist der Kurvenanfang fast nicht auszumachen.

19.8.3 Beispiel

¢

Wo spielt Differenzierbarkeit bei den im Parkhaus zu bezahlenden Gebiihren eine Rolle?

Dieses Beispiel haben wir schon im Band Analysis 3
bei der Stetigkeit von Funktionen untersucht. Die
Gebihren, die in einem Parkhaus zu bezahlen sind,
richten sich nach der Dauer t des Parkierens. Der
Tarif ist in der Tabelle rechts angegeben.

f sei die Funktion, welche einer Parkdauer t die zu
bezahlende Gebiihry zuordnet.

lhr Graph ist nebenan abgebildet. Zu den Zeitpunk-
ten t=30, t=60, t=120, t=180, t=240, t= 300, ...
ist die Funktion f unstetig, sonst ist sie Gberall stetig.
Diese Funktion f ist an den Unstetigkeitsstellen ge-
madss Satz 19.4.3 nicht differenzierbar. An allen an-
deren Stellen ist f aber differenzierbar, und der Wert
der Ableitung ist 0.

Parkierdauer t Geblhry
[Min.] [CHF]
0<t<30 0.20
30 <t<60 0.50
60 <t<120 1.00
120 <t<180 3.00
jede weitere 3.00
ganze oder
begonnene Stunde
|y [CHF] i
f
- o——e
- o—e
- i t [min]
—® | 1 1 I I I I I
60 120 180 240
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

19.8.4 Beispiel
Wo spielt Differenzierbarkeit bei Aktienindizes und Wechselkursen eine Rolle?

Auch diese Beispiele haben wir schon im
Band Analysis 3 bei der Stetigkeit von
Funktionen untersucht. e
Verbindet man je zwei benachbarte Werte

des SMI-Aktienindexes durch eine gerade 1" {4 A,
Linie, erhdlt man eine Funktion wie die
rechts abgebildete. Obwohl der Graph
wild gezackt ist, ist die Funktion an jeder 501
Stelle stetig.

Aber dort, wo der Graph einen Knick hat,
ist die Funktion nicht differenzierbar. Das , b+ ST FTTNE: —
ist bei allen ,,Zacken” der Fall!

Ganz &hnlich sieht der Graph derjenigen
Funktion aus, welche zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt t den dann giiltigen Wech-
selkurs des US-Dollars gegeniiber dem
Schweizerfranken angibt. Auch diese Funk-
tion ist trotz der vielen ,Zacken” ihres Gra-
phen an jeder Stelle stetig, aber wegen der
,Zacken” an vielen Stellen nicht differen-

zierbar.
[Quelle der Charts: www.cash.ch]

S000 4

12.02.08 01.01.10 02.01.12

19.8.5 Beispiel

Wo ist der Weg eines ins Wasser eintretenden Laserstrahls differenzierbar, wo nicht?

~ i

Der rote Laserstrahl tritt von links unten in =8 =
eine mit Zitronenwasser gefiillte Vase ein. | ‘
Im Wasser verlauft der Laserstrahl geradli- ESoss s o2
nig, bis er an der Wasseroberfliche reflek- :
tiert wird: B=a.. Dann folgt er wieder einer
Geraden, bis er aus der Vase austritt.
Der Weg dieses Laserstrahls ist Gberall dif-
ferenzierbar, wo er einer Geraden folgt.
Nicht differenzierbar ist der Weg nur dort,
wo er einen Knick beschreibt. Auf dem
Bild ist das dort, wo der Laserstrahl an der
Wasseroberflache reflektiert wird.
Ausserhalb des triitben Wassers ist der Laserstrahl nicht sichtbar. Tatsachlich wird er noch
viermal gebrochen: beim Ubergang von der Luft in die Glaswand und umgekehrt, beim
Ubergang von der Glaswand ins Wasser und umgekehrt. Vernachlassigt man die diinne
Glaswand, verlauft der Weg des Laserstrahls auf einer Geraden vom Laser bis zum Eintritt
in die Vase und auf einer Geraden vom Austritt aus der Vase bis zum roten Punkt auf dem
Brett am rechten Bildrand. Zeichnet man diese Strecken im Bild ein, sieht man drei
Knickstellen. Dort ist der Weg des Laserstrahls nicht differenzierbar.

L 4
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

19.9 Verwendung von Taschenrechnern mit CAS

A. Berechnen von Differenzenquotienten

19.9.1 Beispiel
Berechnen Sie den Differenzenquotienten fir die Funktion f: x - x* — x zwischen den

beiden Stellen xo=2 und x;=x,+Ax=2.5.
1. Weg: Mit Standardbefehlen
f(x):=x" 2p — x
(f(2.5)-f(2))/0.5

Dieser Weg ist anschaulich, weil er sich

*Micht gespeicherte =

b

an der mathematischen Schreibweise A2.5)-A2) R
orientiert. 05

2. Weg: Mit einem Spezialbefehl

(avgrc = average rate of change = mitt- avgRC(fx) x=2,0.5) 3.5

lere Anderungsrate)

f(x): =x" 2p - x
avgrc(f(x), x=2, 0.5)

19.9.2 Beispiel
Berechnen Sie eine Folge von Differenzenquotienten, um die Ableitung von f: x - x* — x

an der Stelle x,=2 abzuschatzen.
1. Weg: Mit Standardbefehlen

*Micht gespeicherte —

b

fx):=x" 2p—x

(f(2 +deltax)—f(2))/deltax | deltax=0.1 r{x}:=x2—x Fertig

(f(2 +deltax)—f(2))/deltax | deltax=0.01 A2+deitax)-A2) Aot 31
|deliax=0.1

deliax

(f(2+deltax)—f(2))/deltax | .

deltax=0.001 | A2+deltax)A2) a0l 3.01

Diese Folge von Differenzenquotienten k. deltax

scheint gegen 3 zu streben.

Um f den Ii?ksseitigen Grenzwert A2+deitax) A2) \deltax=0.001 it

lim T+ AX) ~ 1) zu berechnen, setzt . ]

AxT0 AX

man fir deltax negative Werte ein:

f(x):=x " 2p — x

(f(2 +deltax)—f(2))/deltax | deltax=-0.1

(f(2+deltax)—f(2))/deltax | deltax=—-0.01

(f(2+deltax)—f(2))/deltax | deltax=-0.001

Jetzt erhalten wir 2.9, 2.99 und 2.999. Auch diese Folge von Differenzenquotienten
scheint gegen 3 zu streben, weshalb wir vermuten, dass die gesuchte Ableitung 3 ist.

2. Weg: Mit einem Spezialbefehl

Dieselben Resultate erhalt man auch mit dem Spezialbefehl avgrc.
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

B. Berechnen der Ableitung von f an einer Stelle x

19.9.3 Beispiel

Berechnen Sie die Ableitung von f: x - x* — x an der Stelle x,=2.

1. Weg
f(x):=x"2p - x - Fertig

limit((f(2 +deltax)—f(2))/deltax,

deltax, 0)(Enter]

:f{;t):=x2—x

Die Vermutung von Beispiel 19.9.2 el ﬁ_zm.;;mﬂ-ﬁﬂ] 3
erweist sich als richtig. deltax — 0 deltax

2. Weg : -
x):=x " 2p - x > Fertig e D{.angCHle=2ﬂ'€i’fH)] 3

limit(avgrc(f(x), x=2, deltax),

deltax, 0)(Enter]

19.10 Ubungen

A. Fragen zum Grundstoff

Notieren Sie |hre Antworten zu den folgenden Fragen. Manchmal reicht eine Zahl oder
eine Formel, manchmal sind ein paar Satze oder eine Skizze sinnvoll. Die Lésungen fin-

den Sie im Text dieses Kapitels.

. Wie wird bei Beispiel 19.2.1 ,Anfahrendes Auto” ...

a) die Durchschnittsgeschwindigkeit des anfahrenden Autos zwischen den Sekunden
2 und 3 berechnet? Wie gross ist sie?

b) die Momentangeschwindigkeit bei Sekunde 2 berechnet? Wie gross ist sie?

2. Wie wird bei Beispiel 19.2.3 ,Studium eines Funktionsgraphen” ...

a) die Steigung m, der Sekanten s durch die beiden Punkte P(x,, f(xg) und Q(x,+Ax,
f(xg+Ax)) auf dem Graphen von f berechnet? Wie gross ist sie?

b) die Steigung m; der Tangente t an den Graphen von f im Punkt P(x,, f(x,)) berech-
net? Wie gross ist sie?

3. Wie wird bei Beispiel 19.2.5 ,Abkihlung von Kaffee” ...

a) die Temperatur T des Espressos nach t Minuten berechnet? Wie hoch ist sie?

b) die Temperatur des Espressos nach exakt 3 Minuten berechnet? Wie hoch ist sie?

c) die durchschnittliche Abkiihlungsgeschwindigkeit im Zeitraum zwischen 3:00 und
4:00 Minuten berechnet? Wie gross ist sie?

d) die momentane Abkihlungsgeschwindigkeit nach exakt 3:00 Minuten berechnet?
Wie gross ist sie?

e) die durchschnittliche Abkiihlungsgeschwindigkeit im Zeitraum zwischen t; und
to+At Minuten berechnet? Wie gross ist sie?

f) die momentane Abkihlungsgeschwindigkeit nach exakt t; Minuten berechnet?
Wie gross ist sie?
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

4. Wie wird bei Beispiel 19.2.7 ,Wachstum einer Bakterienkultur” ...

a) die durchschnittliche Wachstumsrate im Zeitraum zwischen t,=60 und ty+At=75
Minuten berechnet? Wie gross ist sie?
b) die momentane Wachstumsrate zum Zeitpunkt ty=60 Minuten berechnet? Wie
gross ist sie?
c) die mittlere Wachstumsrate im Zeitraum zwischen t; und ty+At Minuten berech-
net? Wie gross ist sie?
d) die momentane Wachstumsrate zum Zeitpunkt t, Minuten berechnet? Wie gross
ist sie?
5. Was ist ein Differenzenquotient, was ein Differentialquotient, was die Ableitung? De-
finieren Sie diese Begriffe fir die Funktion f: x - y.
6. Wie kann man anhand des Graphen einer Funktion f herausfinden, ob f an einer be-
stimmten Stelle x, differenzierbar ist oder nicht? Geben Sie Beispiele fiir Funktionen

an, die an der Stelle x,=0 nicht differenzierbar sind.
7. Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Wie bestimmt man graphisch einen Differen-

zenquotienten, wie die Ableitung f'(x()?

B. Fragen zum Erganzungsstoff

Notieren Sie lhre Antworten zu den folgenden Fragen. Manchmal reicht eine Zahl oder
eine Formel, manchmal sind ein paar Satze oder eine Skizze sinnvoll. Die Lésungen fin-
den Sie im Text dieses Kapitels.
1. Wie ist f'(xy) definiert? Weshalb darf man bei der Berechnung von f'(x) fiir Ax nicht
einfach eine ,winzige” Zahl einsetzen und auf die nachste ,schéne” Zahl runden?
2. Welche Beziehung gilt zwischen den Differentialen dx und dy der Funktion f?
3. Der Verlauf eines Gleisstiicks werde durch die Funktion f beschrieben. Weshalb ist es
in diesem Zusammenhang wichtig, dass f Gberall differenzierbar ist?

C. Aufgaben zum Grundstoff

1. Ein anfahrendes Auto lege in t Sekunden den Weg s(t)=1 5% Meter zuriick.
a) Welches ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit in den ersten 4 Sekunden?
b) Welches ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen den Sekunden 3 und 4?
c) Welches ist seine Momentangeschwindigkeit nach exakt 3 Sekunden?
d) Welches ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen den Sekunden 4 und 5?
e) Welches ist seine Momentangeschwindigkeit nach exakt 4 Sekunden?
f) Welches ist seine Momentangeschwindigkeit nach exakt 5 Sekunden?

2. Wir untersuchen den Graphen der Funktion f: x 1.5x°.

a) Welches ist die Steigung der Sekanten s zwischen den beiden Stellen x,=0 und

XoTAx=42

b) Welches ist die Steigung der Sekanten s zwischen den beiden Stellen x,=3 und
XoTAx=42

c) Welches ist die Steigung der Tangenten t an den Graphen von f an der Stelle
Xg=3?
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

d) Welches ist die Steigung der Sekanten s zwischen den beiden Stellen xy=4 und
Xo+AX=5?

e) Welches ist die Steigung der Tangenten t an den Graphen von f an der Stelle
Xo=41¢

f) Welches ist die Steigung der Tangenten t an den Graphen von f an der Stelle
Xg=57¢

3. Ein Stein wird (theoretisch im luftleeren Raum) fallen gelassen. Nach t Sekunden Fall-
zeit hat er den Weg s(t) = %g-t2 zuriickgelegt, wobei g=9.81m/s? ist.

a) Welchen Weg legt der Stein in der ersten Sekunde zuriick?
b) Welches ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit in der ersten Sekunde?
c) Welches ist seine Momentangeschwindigkeit nach exakt einer Sekunde?
d) Welchen Weg legt der Stein in den ersten 2 Sekunden zurtick?
e) Welches ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit in den ersten 2 Sekunden?
f) Welches ist seine Momentangeschwindigkeit nach exakt 2 Sekunden?
g) Nach 50 m freiem Fall trifft der Stein auf dem Boden auf. Mit welcher Geschwin-
digkeit geschieht das?
4. Bestimmen Sie die Steigung der eingezeichneten Sekanten durch den Punkt P und
die Steigung der Tangente im Punkt P des Graphen der Funktion f.

a) P(—4, -1) b) P(-2, 2)
: 7t 53

f f

_5— _5_

5. Bestimmen Sie graphisch die Ableitung der dargestellten Funktion an den angegebe-
nen Stellen moglichst genau.

a) Funktion f, xg=—4, x;=0, x,=2 b) Funktion g, xo=-1, x;=0, x,=2

5+ oL

(o8]

(%2
T
|
(=]
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

6. Zeichnen Sie sorgfaltig den Graphen der Funktion f und bestimmen Sie graphisch die
Ableitung von f an den angegebenen Stellen moglichst genau.

a) f: x> 2x-3, xp=-1, x;=2

b) f: x> |x], Xg=-3, X;=3, x,=0
o fixm %xz, Xo=-3, Xx;=2, X,=0
d) f: x> logyx, %=1, x;=4

e) f:x=>sinx, xp=0,x;=4m, x,=mn (xim Bogenmass)

f) f: x> e, Xp=0, x;=1, x,=—-In 2

7. Schétzen Sie mit einer aus mindestens 4 Cliedern bestehenden Folge von Differen-
zenquotienten die Ableitung von f an den angegebenen Stellen ab.

a) f: x> 2x-3, xo=-1,x;=2

b) f: x> |x]|, Xo=-3, X1=3, X,=0

o fix— %x2, Xo=-3, X;=2, X,=0

d) f: x> log,x, xo=1, x;=4

e) f: x> sinx, xp=0, x;= %n, Xp=7 (X im Bogenmass)

f) f: x> e Xp=0, x;=1, x,=-In 2

8. Schatzen Sie mit einer aus mindestens 4 Cliedern bestehenden Folge von Differen-
zenquotienten die Ableitung von f an den angegebenen Stellen ab.
f: x>V4-x Xo=0, X;=3.99, x,=4
9. Ein Fahrzeug entfernt sich geradlinig von seinem
Startpunkt. Der Graph rechts gibt den nach t Se-
kunden zuriickgelegten Weg s an.
a) Welches ist seine Startgeschwindigkeit?
b) Wann ist die Geschwindigkeit konstant?
c) Was geschieht zwischen den Sekunden 8 und
10?
d) Welches ist die Durchschnittsgeschwindigkeit
wahrend der ersten 12 Sekunden?
e) Welches ist die Geschwindigkeit nach 2s?
f) Wann beschleunigt das Fahrzeug, wann
bremst es ab?

10. Rechts ist der Graph einer Funktion f abgebildet.
An welchen Stellen ist f nicht differenzierbar?
Geben Sie den jeweiligen Grund an.

11. Wetterfrosche wissen es: Die Lufttemperatur T
[°C] hangt davon ab, auf welcher Héhe h [m]
iber dem Meeresspiegel die Temperatur gemes-

sen wird. Im Allgemeinen gilt: Je grosser h, desto > \. I 5
niedriger ist T. B

a) Was bedeuten die Differenzenquotienten
T(1000) - T(700) und T(700 + Ah) - T(700) )

300 Ah
b) Welches ist ihr Vorzeichen?

- sim]
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19. Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle

c) Was bedeutet T'(700)?
d) Ist T'(700) im Allgemeinen positiv oder negativ?

D. Anspruchsvollere Aufgaben zum Grundstoff

1.

Ein anfahrendes Auto lege in t Sekunden den Weg s(t)=1.5-t* Meter zuriick.
a) Welches ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit in den ersten t; Sekunden?

b) Welches ist eine Momentangeschwindigkeit nach genau t, Sekunden?

. Ein anfahrendes Fahrzeug lege in t Sekunden den Weg s(t) = %-t2 Meter zurick. (Da-

bei bezeichnet a die Beschleunigung.)
a) Welches ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit in den ersten t;, Sekunden?

b) Welches ist seine Momentangeschwindigkeit nach genau t, Sekunden?
Ein Stein wird (theoretisch im luftleeren Raum) fallen gelassen. Nach t Sekunden Fall-

zeit hat er den Weg s(t) = %g -t% zuriickgelegt, wobei g=9.81Tm/s? ist.

a) Welchen Weg legt der Stein in den ersten t; Sekunden zuriick?

b) Welches ist seine Durchschnittsgeschwindigkeit in den ersten t, Sekunden?

c) Welches ist seine Momentangeschwindigkeit nach exakt t; Sekunden?
Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f: x - x* an den Stellen

a) Xp=-3 b) x;=-2 ) x,=0 d) x3=1 e) X,=5,

indem Sie an jeder Stelle zunachst den Differenzenquotienten und anschliessend den
Differenzialquotienten bilden.

. In einen aufrecht stehenden zylinderférmigen und zunéchst leeren Tank mit Radius

r=1.2 m fliessen pro Sekunde 50 | Wasser. Mit welcher Geschwindigkeit steigt der
Wasserspiegel an, und zwar nach exakt

a) 10 s b) 20's c) 60s d) ty s?

Ausgelaufenes Ol bildet auf einem See einen Kreis, dessen Radius sich pro Minute um
2 m vergrossert. Mit welcher Geschwindigkeit nimmt die Kreisfliche dann zu, wenn
der Radius 50 m misst?

Ein parallel zum Boden fliegendes Flugzeug tberfliegt eine Radarstation in 8 km Ho-
he. Etwas spater stellt die Crew der Radarstation fest, dass das Flugzeug 10 km von
der Radarstation entfernt ist und der Abstand zwischen Radarstation und Flugzeug
sich mit 600 km/h vergrossert. Welches ist die horizontale Geschwindigkeit des Flug-
zeugs?

Eine h=1.75 m grosse Frau bewegt sich mit v=1.5 m/s auf eine H=7 m hohe Stras-
senlaterne zu. Mit welcher Geschwindigkeit dandert sich die Lange s ihres von der
Strassenlaterne erzeugten Schattens dann, wenn sie 3 m von der Strassenlaterne ent-
fernt ist?

Fensterln, Kiltgang: Ein Geliebter mochte mithilfe einer 5 m langen Leiter seine Ange-
betete durch das Fenster ihres Zimmers besuchen. Das untere Leiterende steht T m
von der Hauswand entfernt. In dem Moment, als der Geliebte durchs Fenster steigen
will, erscheint ein Nebenbuhler und zieht das untere Leiterende mit einer konstanten
Geschwindigkeit von 0.5 m/s von der Hauswand weg. Dadurch rutscht das obere
Leiterende — und auf ihm der Geliebte — nach unten. Welches ist die Geschwindigkeit
des oberen Leiterendes nach genau

a) tg=1 s b) ty=2s o) tg=4s d) tg=6 s?
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10. Im legenddren Ziircher Stadion Letzigrund findet ein Rennen tber 100 m statt. Ein
Trainer will ,seinen” Laufer filmen. Er steht mit seiner Kamera genau auf der Hohe
der Ziellinie und 5.00 m neben der Bahn ,seines” Laufers. Der Laufer benétigt
10.00 s, und wir nehmen an, dass er wahrend des ganzen Rennens dieselbe Ge-
schwindigkeit hat.

a) Mit welcher Geschwindigkeit verandert sich der Abstand zwischen dem Laufer und
seinem Trainer nach exakt 5 Sekunden?

b) Mit welcher Winkelgeschwindigkeit muss der Trainer die Kamera nach exakt
5 Sekunden drehen, damit sein Laufer immer in der Mitte des Bildes bleibt?

11. Aus einem Tank wird Wasser abgelassen. Die Funktion V: t - V(1) gibt den Inhalt des
Tanks zum Zeitpunkt t an.

a) Wie gross ist die mittlere Ausflussgeschwindigkeit im Zeitintervall [ty, t;1?

b) Wie gross ist die Ausflussgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ty?
c) Was konnen Sie tber das Vorzeichen der Ausflussgeschwindigkeit sagen?

12. Die Funktion A: t > A(t) gibt an, wie viele Autos seit 0:00 Uhr in einen Tunnel gefah-
ren sind. Wie ist A’(t) definiert, und wie kann A’(t) gedeutet werden?

13. Untersuchen Sie, ob die Funktion an der Ubergangsstelle zwischen den beiden Teil-
funktionen stetig und/oder differenzierbar ist oder nicht.

x2, falls x>0 x2, falls x>0
a) f:x— by f:xr—
0, falls x<0O 1, falls x<0O

x2, falls x>0 x?2, falls x>1
o fix— d) f:x—
x>, falls x<0 x>, falls x <1

Ix+2, falls x> 4 x .
e f:xm 2 N fixe e”, falls x>0
2Jx, falls 0<x<4 x+1, falls x<0

14. a) Stellen Sie den Graphen der Funktion f in einem Koordinatensystem fiir
xel[-1, +1] sorgféltig dar:
X
fox s W, falls X¢O-
0, falls x=0
Ist f an der Stelle x=0 stetig?
Ist f an der Stelle x=0 differenzierbar?

b

C

15. a
b

~

Stellen Sie den Graphen der Funktion f: x 5| x K sorgfaltig dar.

Ist f an der Stelle x=0 definiert? Wenn nein: Wie kann f(0) definiert werden, damit

f an der Stelle x=0 stetig wird? Ist f an der Stelle O dann differenzierbar?

16. Klaren Sie anhand des Graphen der Funktion f ab, wo f differenzierbar ist und wo
nicht.

~

a) f: x— —|x+3]| b) fZXH||X—4|—3| Q) f:x>V25-x
d) f:XI—>l e) f:XI—>‘9—X2‘ f) f: x> x-vx+4
X
1, falls x e Q
f: 2_9 h) f: —3)%.3/x? i) f: ’
g f: X Vx ) x> (x=3) \/x— i) X 0, falls x € R\ Q

17. Die bei Beispiel 19.8.3 untersuchte Funktion ist z. B. an der Stelle t=180 nicht stetig
und gemadss Satz 19.4.3. auch nicht differenzierbar.
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Anderseits verlduft der Graph von f sowohl links als auch rechts von t=180 waag-
recht, hat also die (Tangenten-)Steigung 0. Also existiert an der Stelle t=180 ein
gemeinsamer Wert der Tangentensteigungen, namlich 0. Das bedeutet aber, dass f an
der Stelle t=180 differenzierbar ist.

Was stimmt da nicht?

E. Aufgaben zum Erganzungsstoff

1. In lhrem Studentenleben und in Threm Privatleben treten Beziehungen zwischen zwei
Grossen auf, die man durch Funktionen beschreiben kann.
a) Geben Sie solche Funktionen an.
b) Was bedeuten Differenzenquotient und die Ableitung bei diesen Funktionen kon-
kret?
c) Sind diese Funktionen auf ihrem ganzen Definitionsbereich D(f) differenzierbar?
2. Wo ist die Funktion f definiert? Wo ist sie differenzierbar, wo ist sie es nicht?

a) f:xm> signx b) f: x> [x]
3. Wo ist die Funktion f definiert? Ist f an der Stelle x=0 stetig? Differenzierbar?
D fixis sin(%), falls x # 0 b) fixis X sin(%), falls x # 0
0, fallsx=0 0, fallsx=0

X2 sin(l), falls x # 0
o f:xm X
0, fallsx=0

F. Aufgaben fiir Freaks

1. Losen Sie die Aufgabe D.9. fur die Zeitpunkte
a) ty=8s b) ty=7.99 s Q) t,=7.9999s  d)t,=7.999999 s
e) tp=7.99999999 s.
f) Offenbar beschreibt die gefundene Funktion h: t > h(t) fiir die Hohe des oberen

Leiterendes iber dem Boden die Wirklichkeit fiir diese Zeiten nicht gut. Unter-
suchen Sie, wie die Leiter und der Liebhaber wirklich nach unten gelangen.

2. Wie konnte eine Funktion aussehen, die Gberall stetig, aber nirgends differenzierbar
ist? Weierstrall® hat eine solche Funktion konstruiert, sie tragt seinen Namen. Ab und
zu wird sie als Weierstral3-Monster bezeichnet.

3. Wie wird bei einer Geschwindigkeitskontrolle der Polizei die momentane Geschwin-
digkeit gemessen? Es gibt mehrere Methoden.

4. Viele Smartphones verfligen tber ein eingebautes GPS. Es gibt Apps, die auf das GPS
zugreifen und die momentane Geschwindigkeit angeben, mit der das Smartphone
bzw. sein Besitzer unterwegs ist. Wie machen das diese Apps?

> WeierstraB Karl Theodor Wilhelm, deutscher Mathematiker, 31.10.1815 (Ostenfelde, Westfalen) bis
29.2.1897 (Berlin)
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