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» Geometrisches Modellieren mit parametrischer 3D-
Graphik - Pasta und Design sowie ein Yachtrumpf

mit TI-Nspire™
Robert Marki

Die anschauliche Geometrie im Raum steht in der Schule im
Schatten analytischer Methoden (Vektorgeometrie) wo oft
viele Aufgaben zu finden sind, die auf Grund von erlernten
Rechenregeln rein syntaktisch und ohne Rekurs auf die
raumliche Vorstellung gelést werden kénnen. Die Schulung
und Entwicklung des raumlichen Vorstellungsvermégens
wird damit nicht genligend gefoérdert. Die 3D-Graphik des TI-
NspireT"’I ermoglicht auf vielfaltige Weise Themen der
Raumgeometrie zu behandeln und zu erforschen, die bis-
lang in der Schule kaum Beachtung fanden und die in her-
vorragender Weise geeignet sind, das rdumliche Vorstel-
lungsvermégen zu schulen. Dariliber hinaus kénnen viele
dieser Themen flir gréRere oder kleinere Projektarbeiten
verwendet werden.

Beispielhaft werden hier das Modellieren von Teigwaren
sowie die Darstellung eines Bootes mit parametrischer 3D-
Graphik gezeigt.

Pasta und Design

Der englische Architekt und Designer George L. Legendre
hat weit Gber hundert verschiedene Pastaformen mathema-
tisch modelliert und die Ergebnisse neben Fotografien der
entsprechenden Teigwaren in einem sehr ansprechenden
Buch publiziert [1]. Ich habe dieses Thema im Oktober 2013
am Kongress ,Science et Cuisine” in Sion (Schweiz) vorge-
stellt und dabei teilweise andere Wege als G. L. Legendre
eingeschlagen [2]. Das Modellieren ist kein eindeutiger Pro-
zess sondern eine offene kreative Gestaltungs- und Kon-
struktionsaufgabe. Wie meist beim Entwickeln eines Modells
beginnt man zuerst mit starken Vereinfachungen und nahert
sich dann schrittweise immer mehr der abzubildenden Reali-
tat an. Die Schieberegler erlauben es, die Formen dyna-
misch zu verandern und damit unter Umstanden auch den
Formungsprozess der Teigwaren mit zu modellieren.

Immer wiederkehrende Grundformen sind Zylinder, Spiralen
und Schraubenlinien. Kombinationen dieser Grundformen
erlauben schon die Modellierung vieler Formen. Im Folgen-
den werden drei Beispiele ndher gezeigt. Die Gleichungen
weichen in allen Fallen deutlich von denjenigen ab, die G.L.
Legendre fand. Im letzten Beispiel werden sie ausfiihrlicher
erortert.

1. Die Castellane

Die Form der Castellane erinnert etwas an einen Einsiedler-

krebs. Der Modellierung liegen folgende Uberlegungen zu

Grunde:

= Setzt man x(z)=a(9-22), -3<z<2, dann erhalt man ein Stick
einer quadratischen Parabel, welches bei geeigneter Wahl
von a recht genau der Form eines Langsschnitts ent-

spricht. Der Parameter a beeinflusst die ,Bauchigkeit® der
Teigware.

= Dieses Parabelstiick rotiert nun um die z-Achse, wobei der
Radius linear mit dem Drehwinkel { abnimmt. Jeder Punkt
der Parabel bewegt sich demnach auf einer sich nach in-
nen zusammenziehenden archimedischen Spirale. Durch
den Parameter b kann diese Spirale verandert werden.

= Der Langsschnitt ist aber noch gerippt, dies wird dadurch
modelliert, dass der Betrag einer Sinusfunktion aufmodu-
liert wird. Der Parameter c ist das MaR fur die Amplitude
der Rippung.

Abb.1: Castellane

Die Gleichungen lauten:

xpl  (tu)= (a (:9—112:)+c |sin(20- u)|) cos(:t)- (:l—b' t)
ypl (tu) = (.a‘ (:9—112:)+c~ |sin(20~ u)|) sin(}t)- (1-b- t)

zpl (tu)= u

Abb.2

Abb.3a: Abb.3b:
a=0.1; b=0.08; ¢=0.16 a=0.15; b=0.1; ¢=0.24
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Die 3D Plot Parameter zu Abbildungen 3a und 3b zeigt
Abbildung 4a.

3D Plot Parameters 3D Plot Parameters
tmin= [§ tmin= §H |
tmax = |6.283185 tmax = |16
umin = |-3 umin = |0
umax = [2 umax = I‘]
Abb. 4a Abb. 4b

Sowohl die Form des Langsschnitts, die Art der Spirale und
die Form und Amplitude der Rippung kénnen modifiziert
werden und so ergeben sich Variationen der hier dargestell-
ten Castellane.

2. Die Buccoli

Bei der Sorte Buccoli handelt es sich um eine Art profilierte
Bandnudel, die schraubenférmig um ein Stabchen gewickelt
wird. Die Hauptform ist hier die Schraubenlinie.

Abb.5 Abb.6

Die 3D Plot-Parameter zeigt Abbildung 4b. Die Gleichungen
lauten:

xp2  (tu) = Kp+q' sin(z3-1t- u))-cos(-t)

yp2  (tu) = (p+q- sin(»3':|t' u))'sin(:-t)

t
zp2  (tu) = o-_,tﬂl

Abb.7

Es ist erstaunlich, wie mit verhaltnismaRig einfachen Glei-
chungen die Modellierung recht gut gelingt.

3. Die Farfalle

Sie gehdrt nicht zur Kategorie der spiral- oder schraubenlini-
enférmigen Nudeln. Die Grundform ist ein Rechteck mit
gezacktem oder gewelltem Rand, welches dann in der Mitte
zwischen den beiden gezackten Randern zusammenge-
driickt resp. tailliert wird, wodurch die charakteristische Fal-
tung entsteht. Dabei entsteht eine Wellenform, die in der
Mitte (z=0), dort wo die Taillierung am starksten ist, die groR-
te Amplitude aufweist. Gegen die gezackten Rander hin
nimmt die Amplitude stark ab und verschwindet am Rande
ganz.

Abb.8

Zur Modellierung werden vier mit Schiebereglern verander-
bare Parameter verwendet:

es: Maf fir die Einschnurung resp. Taillierung

we: Mal fir die Amplitude der Wellenform, die bei der Tail-
lierung entsteht,

za: Mal fir die Amplitude der Zacken an zwei Randern,

k: beeinflusst die Form der Taille.

Ausgangslage ist eine rechteckférmige Flache (es=0), die in
der yz-Ebene liegt und an zwei gegeniberliegenden Seiten
gezackt ist (vgl. Abb.9a). Ohne Zacken und ohne Taillierung
gilt y(t,u)=t und z(t,u)=u.

In einem ersten einfachen Modell wird die Wellenform bei
der Faltung als cosinusférmig angenommen, ebenso die
zwei Rander. Die bei der Taillierung entstehende seitliche
Kurve wird modelliert mit einer geeigneten Transformation
der bekannten glockenférmigen Kurve mit der Gleichung
y=e™
Die Zacken werden durch den Term
za-cos(7nt) -u'sign(u)
in der Gleichung fiir z aufmoduliert. Der Faktor u'® bewirkt,
dass sich der Term nur an den Randern (u—1 resp. u— -1)
deutlich auswirkt, sign(u) gewahrleistet die Symmetrie.

Die cosinusférmige Wellung, welche durch die Taillierung
entsteht, wird durch die Gleichung fir x(t,u) beschrieben.
SchlieRlich krimmt sich beim Taillieren der gezackte Rand
parabelformig, was durch den Term (-0.3(tes)*+1) in der
Gleichung fir z(t,u) bewirkt wird.

Verandert man mit dem Schieberegler den Wert fir es
ausgehend vom Startwert 0, dann sieht man schoén, wie das
Teigstiick zunehmend tailliert wird und dabei gleichzeitig die
Amplitude der Wellenform in der Mitte und die Krimmung
am Rande zunimmt.
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Abb.9a

Abb.9b Abb.9c

Die 3D Plot-Parameter zeigt Abbildung 11a. Die zugrunde-
liegenden Gleichungen sind:

2
xpl (tu) = -we-es-e-?"s'u 'COS(f‘l,s'JT)

ypl tuw= , (:1—e'k’ u?. eSi)

zpl  tu) =|uw (-0.3- (t- es)2+1)+za- cos(7- s t)- zzlo-sign(u)

Abb.10

3D Plot Parameters 3D Plot Parameters
tmin = ﬂ tmin = |l
tmax = |1 tmax = |4
umin= -1 umin= -1
umax = |1 umax = |1
Abb.11a Abb.11b

Wiederum sind die Gleichungen fir dieses erste Modell
erstaunlich einfach! Verbesserungen und Modifikationen:

Der gezackte Rand entspricht in Wirklichkeit eher einer
Dreiecks- als einer Cosinuskurve. Mit Hilfe der Taylorent-
wicklung fiir die Dreiecksfunktion lasst sich dies einfach
bewerkstelligen.

Betrachtet man die reale Farfalle in der Mitte etwas genauer
so stellt man fest, dass sich die zwei Teigfalten in der Mitte
im obersten und untersten Bereich beriihren. Mit einer cosi-
nusférmigen Faltung kann man dies nicht erreichen. Es
drangt sich auf, die Querschnittskurve, die bei der Faltung
entsteht, anders zu modellieren. Da die Beriihrung mit einer
Funktionskurve nicht méglich ist, muss diese Kurve ihrer-
seits in Parameterform dargestellt werden. Eine Mdglichkeit
ist nachstehend abgebildet: Mit dem Parameter b wird die

Faltung modelliert. Fur b=1.5 ist der Teig flach, wird b ver-
kleinert, dann faltet sich der Teig zusammen und im oberen
und unteren Bereich konnen sich die Falten beriihren, was
jedoch noch vom Wert von a abhangt. Der Parameter af
steht fur die Amplitude der Faltung.

v

)]

) (-

af =1.08

.1 1.5

Abb.12

b=1.5

b=1 b=0.5

Abb.13

Die Gleichungen sind nun wesentlich komplizierter, fir Abb.
16 wurden die Parameter aus Abb. 11a gesetzt:

. 2 [-2 enss 2
xpl  (Lu) =| we-ese “E5U ,(?,(1,53 keu ~es)+1)~cos(2-n~1)

0.35 5,2 Keu?
ypl  (tu) = es ce2u ~sin(4-n~t)+(17e keu -es)-t
2'm

0.35
2'm

2
ce 2 U gy (4- Tz )+(17e Ky

zpl  (tu) = w (’0.3- (t' es)2+1)+za- (cos (7.7- b

Abb. 14

Abb.15 Abb.16
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Bootskoérper einer Yacht

Moderne Yachten haben im Bugbereich eher V-férmige
Spanten (Querschnitte), die gegen das Heck hin zunehmend
U-férmig und flacher werden, damit gute Gleiteigenschaften
gewahrleistet sind. Der Spantenriss kann einfach mit einer
Funktion der Form
y=IxP

modelliert werden. Flir p=1 erhalt man eine V-Form, mit
zunehmendem Wert von p erhalt man dann immer flachere
U-Formen. Man kann den Wert von p vom Bug zum Heck
von p=1 linear oder anders anwachsen lassen. Jetzt muss
nur noch fiir jeden Spant die Breite auf Deckshéhe und die
Tiefe (ab Deckshéhe gemessen) festgelegt werden, wobei
von einer horizontal liegenden Deckskante ausgegangen
wird (kein Deckssprung). Man benétigt also noch den Langs-
riss (Kiellinie, Tiefenlinie) und auf Deckshéhe die Breite.
Wahlt man als Langsachse die x-Achse sowie die Lange 8
(-4<x<4), dann missen nur noch geeignete Funktionen fir
die Breite br und den Langsriss ti gefunden werden. Nach-
stehend ein Beispiel:

br(x):: 7( *4). (x+6)- 1> » Done

25

ti(x)::-1.5° (m*O.} (-x+4)) » Done

3.35

1)~ {be(e),-4<x<a
P

0.5 N

0 —_— i ) 10
ﬂ(x):{ti(x), -4<x<4
3.35 |

Abb.17

Man erhalt mit diesen Hilfsfunktionen auf einfache Art einen
Linienriss (Spanten, Stringer), die Breitenlinie und der
Langsriss kdnnen nach Belieben variiert werden.

Die zugrundeliegenden Gleichungen lauten:

xpl (U =]t
ypl  (tu) = br() u

w1 = d()- (ju] 75-1)

Abb.18

Abb.19: Linienriss, zu den 3D Plot Parametern siehe Abb. 11b

Didaktisches Schlusswort

Die klassische euklidische konstruktive Geometrie mit Zirkel
und Lineal gehort wohl grosstenteils endgultig der Vergan-
genheit an, auch wenn gewisse Grundkonstruktionen (Drei-
eckskonstruktionen) weiterhin zum kanonischen Grundbe-
stand mathematischen Kénnens und Wissens gehdren wer-
den.

Nebst Zirkel und Lineal gibt es heute andere machtige und
einfach zu bedienende Werkzeuge, mit denen wir den Raum
sowie raumliche Beziehungen und Formen erfassen, be-
schreiben und darstellen kénnen. Es gilt, diese Werkzeuge
auch im Schulbetrieb einzusetzen und ihren Gebrauch zu
Uben. Die kreative, gestalterische und asthetische Seite der
Mathematik bekommt so ein viel gréReres Gewicht, was
sicher auch motivierend wirkt. Die Voraussetzungen resp.
Ziele sind: Gute Kenntnisse der elementaren Funktionen
und insbesondere auch ihrer Transformationen, raumliches
Vorstellungsvermoégen, Kreativitat und eine Portion Fantasie.
Das Herstellen geometrischer Modelle ist im wahrsten Sinne
ein iterativer Prozess, ausgehend von einfachen Modellen
kénnen schrittweise immer mehr feinere Details eingearbei-
tet werden. Der Begriff der Werkstatt hat hier seine volle
Berechtigung.
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