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!  Logistisches Wachstum und Chaos 
Jürgen Enders 


Für diesen Artikel wurde der TI84 C verwendet, da er 
ein hoch auflösendes Display besitzt und leicht in TI-
Basic zu programmieren ist. Eine Übertragung auf 
andere Rechnerplattformen ist jedoch möglich. 


Beim logistischen Wachstum gilt für die Änderungsrate mit 
der Sättigungsgrenze S und dem Wachstumsfaktor k 
!  !(!)
!"


= 𝑘 ∙ 𝑓 𝑡 ∙ 𝑆 − 𝑓 𝑡     𝑘 > 0  , 𝑆 > 0 


 Für diskrete Zeitschritte Δt erhält man daraus die Iteration 
!!!!!!!!


!!
= 𝑘 ∙ 𝑎! ∙ (𝑆 − 𝑎!) 


oder verkürzt mit dem Zeitschritt Δt = 1 


𝑎!!! − 𝑎! = 𝑘 ∙ 𝑎! ∙ (𝑆 − 𝑎!) 


In der Form 𝑎!!! = 𝑎! + 𝑘 ∙ 𝑎! ∙ (𝑆 − 𝑎!) lassen sich dann alle 
Glieder der Folge berechnen. Diese Gleichung ist die 
Grundlage für alle weiteren Betrachtungen.  


Aufgabenstellung 
Eine typische Aufgabe könnte so aussehen: 


Eine Pilzkultur wächst auf einer maximalen Fläche von 25 cm² 
mit  k = 0,03 cm²/h. Anfänglich sind 0,05 cm² der Fläche von 
der Pilzkultur bedeckt. 


a. Stelle das Wachstum grafisch dar. 


b. Nach wie vielen Stunden sind 90% der Fläche bedeckt? 


90% der Fläche sind 22,5 cm². Mit dem Cursor kann man die 
Folge „ablaufen“ und findet als Lösung etwas weniger als 7 h. 


 
Abb. 1 


Auf dem Weg zum Chaos 
Wie entwickelt sich nun aber das Wachstum, wenn ich k 
vergrößere, also bis hin zu einer Art von „explosionsartigem“ 
Wachstum?  


Bei den nachfolgenden Bildern gilt einheitlich für die 
Sättigungsgrenze  S = 1, und die Fenstereinstellungen sind 


nmin=xmin=1;  nmax=xmax=50; ymin=0; ymax=1,5. 


 
Abb. 2 


 
Abb. 3 


 
Abb. 4 


Bei Abb. 2 ist k = 0,15. Man erhält einen Verlauf wie man ihn 
vom logistischen Wachstum erwartet. Bei Abb. 3 ist k = 0,5 
und man sieht den deutlich steileren Anstieg. Bei Abb. 4 mit 
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k = 1,2 ist dieser Anstieg noch steiler und man kann gut 
erkennen, dass a6 über der Sättigungsgrenze liegt. Hier 
deutet sich eine Art  „Einschwingvorgang“ an, der sich auch 
erklären lässt. Wenn z.B. eine Population ohne Rücksicht auf 
Ressourcen wie z.B. Nahrung explosionsartig wächst, dann 
kann es durchaus zu einer Art Überbevölkerung kommen, die 
sich dann auf einem niedrigeren Level stabilisiert. 


 
Abb. 5 


 
Abb. 6 


 
Abb. 7 


Dieses Verhalten wird noch deutlicher, wenn man k noch 
größer wählt wie in Abb. 5. Hier ist  k = 1,9. In Abb. 6 (k = 2.1) 
hat der „Einschwingvorgang“ dazu geführt, dass der 
Grenzwert Sättigungsgrenze nicht mehr erreicht wird, sondern 
es hat sich eine Bifurkation gebildet, zwei Häufungspunkte, 
die wechselweise durch die Iteration berechnet werden. Dabei 
liegt der eine oberhalb, der andere unterhalb der 
Sättigungsgrenze. 


In Abb. 7 wurde k auf k = 2,4 gesetzt. Der Einschwingvorgang 
ist wieder sehr deutlich zu sehen, aber die Reihung der 
Punkte erscheint unregelmäßig. Tatsächlich liegt hier eine 
Aufspaltung in vier Häufungspunkte vor, von denen je zwei 
sehr dicht beieinander liegen (Tabelle Abb. 8).  


 
Abb. 8 


Bei k = 2,5 (Bild 8) ist diese Aufspaltung in vier 
Häufungspunkte dann gut sichtbar. Spätestens hier dürften 
Deutungen über das Verhalten von Populationen versagen. 


 
Abb. 9 


Vergrößert man k auf k = 2,6, so erhält man Abb. 10. Die 
bislang noch erkennbare Ordnung in der Abfolge der Werte an 
scheint sich nun aufzulösen. Bei  k = 2,7 (Abb. 11) hat sich 
diese Auflösung vollzogen; die Werte an folgen chaotisch 
aufeinander, eine Ordnung ist nicht mehr erkennbar. In 
Abb. 12 sind die Veränderungen bei der Iteration noch einmal 
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zusammen dargestellt: Sättigungsgrenze – 2 Häufungspunkte 
– Chaos. 


 
Abb. 10 


 
Abb. 11 


 
Abb. 12 


Die vorgestellte Abhängigkeit der Konvergenz der Folge für 
das logistische Wachstum vom Wachstumsfaktor k kann 
sowohl auf GTR- als auch auf CAS-Rechnern gezeigt werden.  


Diese Abhängigkeit kann auch in einem Diagramm dargestellt 
werden, wenn man k als x-Variable setzt und die 
Häufungspunkte senkrecht darüber zeichnen lässt. Man erhält 
das sogenannte Feigenbaum-Diagramm (Abb. 13).  


 
Abb. 13 


Namensgeber ist Mitchell Feigenbaum, der in den 1970er bis 
80er Jahren dieses Verhalten bei der logistischen Iteration 
zuerst untersuchte. Chaotisches Verhalten kann nur in 
Systemen auftreten, die durch nichtlineare Gleichungen 
beschrieben werden. Die logistische Iteration zählt dazu, da 
es sich um eine quadratische Gleichung handelt. Auffällig ist 
die mehrfache Verdopplung der Häufungspunkte von 1 auf 2 
und 4. Auch innerhalb des chaotischen Bereiches findet man 
immer wieder Abschnitte mit diskreten Häufungspunkten, die 
sich wieder verdoppeln, usw. Wegen der vergleichsweise 
groben Auflösung kann man sie in der Grafik als Gebiete mit 
geringerer Punktdichte nur erahnen. Die Bereiche mit 
diskreten Häufungspunkten werden dabei immer kürzer und 
streben gegen die sogenannte Feigenbaum-Konstante 
δ ≈ 4,669, eine irrationale Zahl.  


Die Chaosforschung selbst beschäftigt sich mit der Ordnung 
in speziellen dynamischen Systemen, deren zeitliche 
Entwicklung unvorhersagbar erscheint (Schmetterlingseffekt), 
obwohl die zugrundeliegenden Gleichungen deterministisch 
sind (deterministisches Chaos). Dabei führen schon kleinste 
Änderungen in den Anfangsbedingungen (Parameter k) mit 
der Zeit zu einem völlig anderen Verhalten.  


Das Feigenbaum-Programm 
Hinter dem Diagramm verbirgt sich ein kurzes Programm, 
dass sich sehr einfach in TI-BASIC schreiben lässt (Abb. 14). 
Die linke (Xmin) und rechte Grenze (Xmax) des 
darzustellenden Intervalls sind variabel; für Abb. 13 gilt 
Xmin = 1,5 und Xmax = 3. Die Schrittweite D für k hängt ab 
von der Intervalllänge Xmax – Xmin und der Anzahl der Pixel 
in x-Richtung; beim TI84C sind es 320. Dann werden weitere 
Einstellungen vorgenommen und der Startwert k (= X) sowie 
a0 (= 0,1) festgelegt. Mit der Marke Lbl 1 beginnt die 
eigentliche Iteration. Sie ist zweigeteilt. Um 
Einschwingvorgänge auszublenden, wird sie zunächst 20mal 
ausgeführt, ohne dass die berechneten Punkte angezeigt 
werden. Erst dann werden die nächsten 40 Iterationen 







Logistisches Wachstum und Chaos  Jürgen Enders 


aus: TI Nachrichten 1/14  Seite 4 / 4 


angezeigt. Man erhält eine bessere Grafik, wenn man diese 
Grenzen vergrößert; allerdings verlängert sich dann auch die 
Rechenzeit von ca. 10 Minuten erheblich. Das Programm 
endet, sobald Xmax überschritten ist. Es kann sein, dass das 
Programm bei der erstmaligen Ausführung einen Overflow 
meldet; startet man es dann neu, funktioniert es aber 
einwandfrei. 


 


 


 
Abb. 14 


Die Abbildungen 15 bis 17 zeigen Ausschnitte aus dem 
Feigenbaum-Diagramm von Abb. 13. In Abb. 15 ist das 
Intervall [2,3;3,0] dargestellt, in Abb. 16 das Intervall [2,8;2,9] 
und in Abb. 17 das Intervall [2,83;2,86]. Gut zu erkennen sind 
dabei Bereiche mit mehreren Häufungspunkten oder in denen 
das chaotische Verhalten weniger ausgeprägt ist. Ein 
Vergleich mit der Mandelbrot-Menge („Apfelmännchen“) ist an 
dieser Stelle möglich, wenn man das Thema vertiefen will. 


 
Abb. 15 


 
Abb. 16 


 
Abb. 17 
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