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Thema: Die Summe einer unendlichen Reihe
Gertrud Aumayr TI-Nspire™ CAS

Schlagworte: Folge, geometrische Folge, Reihe, geometrische Reihe, unendlich, Summe
einer Reihe, periodische Dezimalzahl, Achilles und die Schildkréte

Unterrichtsmaterial

Aufgabe 1:
Trugschluss von Achilles und der Schildkote DO

Achilles ist der beste Laufer der Antike. Sich seines Sieges

sicher, tritt er einen Wettlauf gegen eine Schildkréte an. Er gibt ihr einen Vorsprung und sie
lauft los. Doch der griechische Philosoph Zenon von Elea (495 - 430 v. Chr.) bricht das Wett-
rennen hier ab. Er meint Achilles sei leichtsinnig; er knne die Schildkréte gar nicht einholen.
Er argumentiert wie folgt:

LAchilles muss den Vorsprung der Schildkréte aufholen, bevor er sie lberholen kann. Hat er
diesen Vorsprung der Schildkréte aufgeholt, ist die Schildkréte jedoch wieder weitergelaufen.
Es mag logisch klingen, dass die Vorspriinge der Schildkréte immer kleiner werden (auf-
grund der kleineren Geschwindigkeit). Trotzdem wird immer ein Vorsprung bestehen und
deshalb kann Achilles die Schildkréte niemals einholen.”

a) Zenon von Elea war ein antiker Philosoph. Aristoteles bezeichnete ihn als Erfinder der
Kunst des Argumentierens.
Versuche aufzuklaren, warum Achilles die Schildkréte doch Gberholen kann.

b) Verwende nun das TI-Nspire-File Achill_Schildkréte HM Seite 1.2 und 2.2. Experimen-
tiere mit dem Schieberegler, um deine Argumentation von Punkt a) zu unterstitzen.

Aufgabe 2: Aufsummieren von Flacheninhalten

Verwende nun das TI-Nspire-File Achill_Schildkrote_ HM Seite 3.1 und 3.2.
Experimentiere mit dem Schieberegler und fasse deine Beobachtungen zusammen.
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Aufgabe 3: Periodische Dezimalzahlen

Gegeben sei die periodische Dezimalzahl: 0,9

a) 0,9 I&sst sich als unendliche geometrische Reihe darstellen. Gib fiir diese geometri-
sche Reihe das Anfangsglied by sowie den Quotienten g an.

b) In der Unterstufe wird das Umrechnen von periodischen Dezimalzahlen oft wie in den
folgenden Bildern gelernt.
Erklare die Vorgehensweise in den beiden Bildern.
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c) Im folgenden Bild steht ein Beweis flir die Summenformel der geometrischen Reihe
so wie er in Buchern der Oberstufe steht.
Bringe diesen Beweis in Zusammenhang mit der Methode, die in der Unterstufe zum
Umwandeln der periodischen Dezimalzahlen verwendet wird (siehe obige Bilder).

Essei b +b,+...+b, eine endliche geometrische Reihe mit n Gliedern und dem Quotienten q #1,
S, sei thre Summe:

S,=B+b-q+h-q"..+b-q"
qS= h-q+tb-q.+h-q" +h-q"
S-9:S=b6-b-¢
S-1-9)=h-(1-q"

n

1—

S=b
1-q

Fiir die unendliche geometrische Reihe mit n — o:

Fiir [g|< 1 ist limq" =0, daher ergibt sich fiir die unendliche Summe S=1im S, = b, L

1-q
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Technologiehilfe

Hier wird ein fertiges TI-Nspire-File zum Experimentieren eingesetzt. Auf diversen Notes Sei-
ten werden die ndtigen Rechnungen durchgefuhrt, die nicht im Vordergrund stehen und da-
her auch nicht im Unterricht besprochen werden mussen.

Eigentlich missen nur, wie in der Anleitung angegeben, die Schieberegler entsprechend be-
tatigt werden.

Sollte eine Berechnung nicht stattfinden, kann es sein, dass man in den Notes-Fenstern die
einzelnen Berechnungen durch Driucken von ENTER noch einmal bestatigen muss.

Aufgabe 1: Trugschluss von Achilles und der Schildkote

Betrachtung von Zenon von Alea:

124

104

Cachi@schi
5

10

Vergleich von kleiner werdenden Zeitschritten und gleich bleibenden Zeitschritten:
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Zeitschritte werden immer kleiner Zeitschritte bleiben gleich groR
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Aufgabe 2: Aufsummieren von Flacheninhalten

Flacheninhalte der einzelnen Dreiecke:
Bl d. 12 1 4 1 1 1
{E‘Z‘E‘E‘E‘E‘E‘E‘E}
1.07 | »
Summe der
Flacheninhalte:
0.998047
£ [ 2 |k=
X
-0.21 _ 1.62
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Didaktischer Kommentar

Aufgabe 1 und 2 sind Beispiele, die man als experimentelle Einstiegsphase in das Thema
unendliche Reihen verwenden kann. Beschaftigung mit einem Paradoxon, mit Geschichte,
das Bild von den Flachen und eigenstandiges Handeln soll die Schiiler motivieren, sich mit
diesem Thema zu beschaftigen und zu erkennen, dass der Grenzwert einer unendlichen ge-
ometrischen Reihe fir bestimmte Werte des Quotienten q einen endlichen Wert besitzen
kann.

Aufgabe 3 soll in eine exaktifizierende Phase fuhren, gleichzeitig mit einem Anknlpfen an
Bekanntes (vielleicht auch Vergessenes aus friheren Unterrichtsjahren). Etwa konnte im An-
schluss eine Zusammenfassung der Erkenntnisse im Schulliibungsheft geschrieben werden
bevor man in eine Anwendungsphase tritt und Summen fir geometrische Reihen in unter-
schiedlichen Anwendungssituationen berechnet.

Vielleicht gibt es Schilerinnen oder Schiler, die bei Aufgabe 3 beim Umwandeln periodi-
scher Dezimalzahlen auf Folgendes kommen:
S=b+b-q+b -q..+b-¢"" +....
q-S= b-q+b-q..+b-q"" +...
S-q-S=5h,
S(1-q)=h

SZQE%E

und plétzlich eine Summenformel fir beliebiges q hatten. Hier misste man bewusst machen,
dass es eigentlich nicht mdglich ist zwei unendliche Summen zu subtrahieren. Dies geht nur,
wenn man weild, dass beide Summen einen endlichen Grenzwert haben, d.h. dies wird in
den Uberlegungen in der Unterstufe vorausgesetzt und nicht thematisiert.

In Aufgabe 3 ist daher im Screenshot flir den Beweis dieser zuerst flr endliche Summen
durchgeflihrt, und dann erst wird der Grenzlibergang gemacht.

Ob es notwendig ist, auf diese Problematik genauer einzugehen, hangt von der Lerngruppe
ab.
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