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Thema: Zahlenfolgen
Helmut Heugl TI-Nspire™ CAS

Schlagworte:

Zahlenfolgen, Termdarstellung, rekursive Darstellung, Monotonie, Beschranktheit, Grenzwert,
e-Umgebung, Nullfolgen.

Unterrichtsmaterial:

Aufgabenbeispiele zum Thema, TI-Nspire-Files zu den Aufgaben, fertige Applets zum Experi-
mentieren.

Didaktischer Kommentar:

Nach einem experimentellen Einstieg, bei dem die Lernenden Zahlenfolgen konstruieren
sollen (z.B. Papier falten, Schlangenlinie, Geld sparen, usw.), werden Aufgaben mit den
beiden Darstellungsformen — Termdarstellung und rekursive Darstellung — behandelt. Tech-
nologie ist dabei bei der Darstellung in Tabellen und als Graphen hilfreich. Vermutungen
Uber Monotonie und Grenzwert werden unterstitzt und Untersuchungen kénnen exakt im
Algebrafenster durchgefuhrt werden. Die Behandlung von Nullfolgen ist eine wichtige Vor-
bereitung auf den Grenzwert reeller Funktionen und auf die Differentialrechnung.

1. Grundlagen

Definition:
Eine fortlaufende Anordnung reeller Zahlen <al,az,a3,...,an,...> heildt reelle Zahlenfolge. Die

Folge <a,, |n eN *> kann auch als eine Funktion f:N* — ]R{|n — a, aufgefasst werden.

Darstellungsarten:

Termdarstellung (explizite Darstellung): Das n-te Glied der Folge ist durch einen Term von n
gegeben: a, =f(n).

Rekursive Darstellung: Das Anfangsglied (die Anfangsglieder) sind gegeben. Das n-te Glied
ist durch eine Funktion vom vorhergehenden Folgeglied (von vorherigen Gliedern) gegeben:
a, =9g(a, ) (aoist gegeben) oder a, =g(a, ,,a, ,) (ao und a1 ist gegeben) usf.

n-1’

Aufgaben zur rekursiven Darstellung werden im Kapitel ,Wachstumsprozesse — diskrete
Modelle“ behandelt.

Monotonie:

Eine Folge (an> heikt streng monoton steigend, Wwenn a, <a,,, VneN"*

streng monoton steigend, wenn a >a , VneN*

Schranken:

Eine reelle Zahl S, heitt  obere Schranke der Folge <an> , wenn a,<S VneN*

Eine reelle Zahl Sy heitt  untere Schranke der Folge <an> , wenn a,>S, VheN*
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Grenzwert

Intuitiver Grenzwertbegriff: Nahern sich die Glieder einer Folge immer mehr (das heift un-
begrenzt) einer bestimmten Zahl a, dann nennt man a den Grenzwert der Folge: lima ,=a

n—o

Exakterer Grenzwertbegriff: Eine Zahl a hei3t Grenzwert einer FoIge{an> , wenn es zu jeder
(noch so kleinen) positiven reellen Zahl ¢ einen Index n, e N gibt, so dass |a, —a| < ¢ fiir
alle nxn,.

Didaktischer Kommentar zum Grenzwertbegriff:

Mit Hilfe von Technologie kann man experimentell sehr gut zu intuitiven Grenzwertvermu-
tungen kommen, weil man einerseits in Tabellen Werte fur groRe n und zusatzlich den Gra-
phen fir grof3e n untersuchen kann. Untersuchungen bezogen auf den exakten Grenzwert-
begriff kbnnen im Algebrafenster durchgefiihrt werden. Wichtig ist, dass man den Wert no
auch fir beliebige Werte von ¢ ermitteln kann. Nur nach einem bestimmten ¢ zu fragen, ist
fur das Verstandnis des Grenzwertbegriffes eher schadlich.

2. Aufgaben zur Termdarstellung von Folgen
Didaktischer Kommentar:

Der grofte Vorteil der Technologie ist die leicht verfligbare graphische Darstellung und das
parallele Arbeiten mit CAS und in Tabellen. Vermutungen kénnen durch Untersuchung des
Graphen und die Ermittlung von Funktionswerten in der Tabelle fir grofie Werte von n ge-
wonnen werden.

Da die entsprechenden Gleichungen und Ungleichungen vom CAS gel6st werden, kdnnen
sich die Lernenden auf Kompetenzen in den Bereichen Interpretieren und Argumentieren
konzentrieren. Damit stehen Fragen zu den Zahlenfolgen im Vordergrund und nicht Re-
chenfertigkeit.

Aufgabe 2.1: Darstellung von Folgen

Gegeben ist die Folge ul(n)=1+3 (neN).
n
Zeichne den Graphen der Folge und ermittle eine Tabelle:

(1) Im Fenster "Lists & Spreadsheets": Definiere zwei Spalten fir n und u(n) und zeichne
den Punktgraphen mit der Eingabeeinstellung "Scatterplot".

(2) Im ,Graphikfenster mit der Eingabeeinstellung "Sequence". Die Eingabe eines An-
fangswerts ("Initial Term") ist nicht notwendig, man bendétigt sie nur bei rekursiven Dar-
stellungen.

(3) Mit dem ,Sequence“-Operator
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Aufgabe 2.1 (1)
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wiln) =142 pore 2| @A n M folge Li
" I = =ul('n)
i 1= -
. 2 2. 2.5
3| 3 2.
& 4. 1.75
) 2 5. 1.6
. uld) 6 . e
B g 7 7. 1.42857
""" ' NS LE L R R T
9 9. 1.33333
! n r;m‘ém* 1*3_
4| TL

Aufgabe 2.1 (2)

(fi):l |

Initial Terms=
17299 pstep=1

An)

Aufgabe 2.1 (3)

nm=seqlii1,20)

[ 3
am=seq|1+=n1.20
n

=
{ 1,2,3,45,6,7,8,9,10,1 1,12.13,14,15,16.17,18,19.20} I'"

{4._2.5_2..] .75,1.6,1.5,1.42857,1.375,1.33333,1.3,1.27273,1.25,1.23077,1.21429,1.2,1.1875,1.17647,1.16667 *
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Darstellung mit
"Lists & Spreadsheets",

Grapheingabe ,Scatterplot”

Darstellung im ,Graphikfenster”
mit der Eingabeeinstellung ,Se-
quence”

Mit dem ,Sequence“-Operator
(~seq(a(n),n,1,20)“) erzeugt man
zwei Folgen und zeichnet den zu-
gehorigen ,Scatterplot”,
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Aufgabe 2.2: Monotonie und Schranken von Folgen

Gegeben sind die Folgen:

-14+2n ) 1
in (2) u2(n)=1-n (3) u3(n)= 55 o

(1) ul(n)=

a) Zeichne die Graphen der Folgen und untersuche, ob die Folgen streng monoton sind. Be-
weise deine Vermutungen.

b) Gibt es fur diese Folgen untere und obere Schranken? Beweise deine Vermutungen.

Folge (1)
()] text n ul(n):= UE | Behauptung: u1 ist streng monoton
(-1+2*n)/(1+n) steigend:
i il 0.5 . . . .
L e 5 : Der Beweis zeigt: Die Behauptung ist
""" B 1.25 richtig fur alle ne *
' 4 1.4 [
5. L
! 16 1.57143
7 1.625| |
I — D]
1.
solve(yI(rr)<zz?(n+1)ﬁ)|n21 nzl ﬁ
)2 e Vgrmutung (1):
R 0 ist untere Schranke:
(_H“ ] ) Richtig fur alle neN™.
solve z0,1||nz0 nE—
L4n 2 Vermutung (2):
TP a0 | 2 ist obere Schranke:
. ( e ]' Richtig fiir alle neN*
Folge (2)
= T ——
ul) n 2= ' Behauptung:
1. = lisiice - u2 ist streng monoton fallend:
. 2. 3. | Der Beweis zeigt: Die Behauptung
5t N P N
w2lr)tn? . — | st richtig fur alle ne *.
B -24.
6. FE
745 -48.
< — 75|
i,
Solve(rtz(n]>112(n+l],n] n>—1
2
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w2ln)mton? Dene | VErmutung (1):
0 ist obere Schranke: Richtig fur neN*
501ve{1—n250,n]|n20 nz1
Gibt es eine untere Schranke?
solve(l—ngl’a,n]m:_’ﬂ 0sn<1-a andas1 | Dig Losung der Ungleichung zeigt: es
gibt keine Zahl a, so dass gilt: u2(n)=a
fur alle N*.
Folge (3)
uln) n lusm)= Y| | Vermutung:
1/@as u3 ist streng monoton steigend.
6./ 0.076923
7.|0.090909 Der Beweis zeigt: Die Vermutung
! St 8.10.111111 ist richtig fur alle ne , auer fir
" 2s2n .| 9./ 0.142857 _ o
N S o n=12 = die Folge ist nicht mono-
: 11.]0.333333 ton.
12. |
13. il
14./-0.3333
solve (y3(n+ 1] >u3(n), n] 913 25 Vermutung:
"= " | Die Folge ist streng monoton stei-
gend.
Die Vermutung ist richtig fur alle n
aus *, auBler firn =12 = die
Folge ist nicht streng monoton stei-
gend.
sotvelu3()sLanzo ,s - Aus der Tabelle ergibt sich die Ver-
0=n=12 orn>? mutung:
cotvelus(n)o-L )20 e +1 ist obere Schranke und -1 ist
' ' Osn<—ern213 untere Schranke.
Beide Vermutungen sind richtig fur
alle neN™.

Didaktischer Kommentar zu Aufgabe 2.3:

Die folgende Aufgabe (Quelle: Gertrud Aumayr T3) ist ein fertiges Applet, das durch expe-
rimentelles Arbeiten zum besseren Verstandnis der Grenzwertdefinition beitragen soll. Mit

Hilfe von Schiebereglern kénnen die Schilerinnen und Schuler die €-Umgebung um den
vermuteten Grenzwert verandern und das passende ng suchen.
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Aufgabe 2.3: Grenzwert 1 — experimentieren mit e-Umgebungen

Gegeben sind die Zahlengfolgen
1 n 1Y
(1) ul(n):1+E (2) ul(n)=(0.5) (3) ul(n)=(1+ﬁj (@) ui(n)= (1)’

Nutze die fertigen Applets zum Experimentieren:

Falls ein Grenzwert a existiert, wird er im Notesfenster mit Hilfe von CAS ermittelt.
Verandere mit Hilfe der eingebauten Schieberegler die e-Umgebungen im Graphikfenster und
suche den passenden Index no, so dass entsprechend der Grenzwertdefinition gilt:

lu(n)—a|<e furalle n>n,

Im Notesfenster wird ng durch Lésen der Ungleichung mit Hilfe von CAS ermittelt.

Folge (1)
o)} n luitm= 77| Man erkennt im Graphikfenster und
1+1/n in der Tabelle:
. 1 28 Fir € =0.19 ist no = 6. Die Rech-
st B, = Ut nung im Notes-Fenster bestatigt
L tteeiivecssssssesessseces s 13535 | die Beobachtungen.
4 4 925 I
o 5 g
6.| 1.16667
7.| 1.14286
0.1
. 8 1.125
bl s 9. 1.11111] ||
n '_'_"'_'_'_' 0.811.19 I E——————E
6.
Folge (2)
ulr) n luim=_ " 7| Man erkenntim Graphikfenster und
eer (0.5)*n in der Tabelle:
1. 0.5 Fir € = 0.05 ist np= 5. Die Rech-
= et nung im Notes-Fenster bestatigt
' e s die Beobachtungen.
4. 0.0625
% 111(33)=(0 5) I
s 5.| o0.03125
— 6. 0.015625
: e * 7] o0.007813
ge 8.| 0.003906
M ge g 9.| 0.001953| ||
! : 0.05 e (—— ]
5
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Folge (3)
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y(n)

147
ul(s:)= 1+—

n (uln):= Y

(1+1/n)*n

2

o)

1)

2.37037

2.44141

2.48832 I

2:02163

2.5465

2.56578

g€
2.47

g+e
2.97

W e o]k~ W N =

2.58117

(%1}

=
=

2 BQ274
[2]

[

Folge (4)

111‘.’:_]=[-1]"E

(=138

o e e e
1 1 ' '
— — — — — — — —i

Al

— 1]

=ul[u]:={-1]”

Didaktischer Kommentar zu Aufgabe 2.4:

0C0

1BE?

T* OSTERREICH

Man erkennt im Graphikfenster und
in der Tabelle:

Fiur € = 0.25 ist np= 5. Die Rech-
nung im Notes-Fenster ergibt einen
komplexen Term, ng kann nicht di-
rekt ermittelt werden.

Schon die Rechnung im Notesfens-
ter zeigt, dass kein Grenzwert exis-
tiert.

Die Graphik bestatigt die Vermu-
tung: Es kann um einen vermuteten
Grenzwert (z.B. g = 1) keine belie-

big kleine €-Umgebung geben, so
dass fast alle Glieder der Folge in

der e-Umgebung liegen.

Die fur einen Einstieg in die Analysis besonders wichtigen Folgen sind die Nullfolgen (siehe
Aufgabe 2.4), weil sie fir das Verstandnis des Grenzwerts reeller Funktionen und damit fur
das Verstandnis des Differentialquotienten sehr hilfreich sind.

Aulerdem kénnen sie unter Verwendung der Grenzwertsatze bei der Ermittlung von Grenz-
werten von Zahlenfolgen mit rationalen Funktionstermen genutzt werden. Solche in der
Vergangenheit haufig vorkommende Aufgaben verlieren aber ihre Bedeutung bei Verfug-
barkeit von CAS-Werkzeugen.
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Aufgabe 2.4: Grenzwert 2 — Nullfolgen

Gegeben sind die Folgen

(1) ul(n) =% (2) u2(n) = (—n12)"

Zeichne die Graphen der beiden Folgen und beweise mit Hilfe der Grenzwertdefinition, dass
es sich um Nullfolgen handelt.

Folge (1
y?n)‘( . Der Grenzwert O wird durch den Be-
2l . weis bestatigt. Fir jede (noch so
1 A kleine) e-Umgebung gilt: Es liegen
1 AR L ‘2 L = fast alle Elemente der Folge in der
mle €-Umgebung, auRerhalb nur end-

lich viele.

>

solve(|u2(n)-0]<e,1)|n21 Fir einige Werte von € kann auch

2
n>==and nz1 and e>0

G ein konkreter Wert ng ermittelt wer-
n>3\a=o.oo1 n>2000. den.
| v
Folge (2)
uln) Auch bei Folge (2) wird die Vermu-
I tung (Grenzwert ist 0) durch die
(L0 Rechnung bestatigt
. .?’I2
; " v + p
& solve(‘u2(n]—0‘<e,n)|n21 n>F and n=1 and >0

1 n>31.6228
n> = |e=0.001
3
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Aufgabe 2.5: Grenzwert 3 — Beweise mittels Grenzwertdefinition

Gegeben sind die Folgen

(1) ul(n)= jg;i @) u2n)=n+1

Zeichne die Graphen der beiden Folgen und stelle eine Vermutung fur einen eventuellen
Grenzwert auf.

Beweise die Vermutung mit Hilfe der Grenzwertdefinition.

uln) n ul(n):= '|= Folge (1)
5 H—3
Die Vermutung, 2.5 ware Grenz-
494.) 2.49192 it wird erhartet. ind .
B 495.| 2.49194 Wert, wira ernartet, ln eém man In
e e Ja9s] 20195 der Tabelle Werte fur grof3e n
e 497, 2.49107| sucht.
. ul(n)-—— 498.] 2.49198
1 # 499. 2.492
500.| 2.49202
) 501.| 2.49203
; 21502, 2.49205|d
(]|
5-n—3
2-n+2
el ) =13 e N 4 Der Beweis im CAS-Fenster be-
n>——1. and n=1. and e>0. v gn .
e statigt die Vermutung.
4, n>3699,
n>—=—1[e=0.001
£
text nu2n;= Y Folge (2)
J(n+1) .
Vermutung: 5 ist Grenzwert.
28.| 5.38516 ) )
29| 5.47723 Die Vermutung, 5 ware Grenzwert,
_____________ 5| Vermuung sistGremawert 351 5 56776 wird schon in der Tabelle nicht be-
. «|31.| 5.65685 statigt: u2(35) = 6 (angenommen
“2{”)_4”:_1 e s m° 32.| 5.74456 die Folge wére streng monoton
. 33, ss3005 l steigend).
b 34.| 5.91608
35. 6.
! "136.| 6.08276|(]
[ — ]|
6.
solve(|u1(n)-5]<z,7)ln>1 and e>0 1 Die fur den Beweis notige Losung
n>e2—10- £+24 and 1=n<24 and 0<e<5 or 17<24 and £>5 or 24<n<e>+10 £+2 . der Ungleichung fuhrt zu sehr kom-
solve(|u1(n)-5]<0.1,1) 23.01<n<35.01 plexen Ausdricken. Man kann

aber erkennen, dass die Losungs-
menge nach oben beschrankt ist.
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Um zu beweisen, dass die Behauptung falsch ist, geniigt jedoch schon ein Widerspruch flr
ein bestimmtes € , z.B. fur € = 0.1 erkennt man: Nur das 25. Glied liegt in der e-Umgebung.

Didaktischer Kommentar zur Bedeutung des Themas fiir die neue Reifepriifung:

Aufgabenbeispiele zur Reifeprifung findet man nicht, da dieser Lehrplaninhalt (leider) nicht
in der Grundkompetenzliste der Reifeprifung zu finden ist. Andererseits ist in der Analysis
der Grenzwertbegriff unverzichtbar. Das zeigt sich auch bei den Grundkompetenzen, wo
man Formulierungen wie ,intuitiver Grenzwertbegriff oder ,Grenzwert von Summen*® usw.
findet. Daraus folgt aber, dass im Unterricht das Thema auch im Hinblick auf die neue Rei-
feprifung wichtig ist.
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