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Bilder analysieren und rekonstruieren

Barbel Barzel, Freiburg
Andreas Pallack, Soest )
Franz Schloglhofer, Linz, Gmunden (Osterreich)

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe I/l (je nach gewahltem Bild)
Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schdilerinnen und Schuler

e verfligen Uber Basiswissen aus dem Be-
reich der jeweils genutzten Funktionsar-
ten und geometrischen Objekte

Kompetenzen, die mit dieser Einheit ge-

fordert werden kénnen:

Bei allen Bildern geht es darum, dass Schu-

. lerinnen und Schiler Muster analysieren,
Wle kann man Ideen zu ihrer Reproduktion entwickeln und

: : diese realisieren.

dle Bllder erzeugen? Die weiteren Ziele sind je nach gewahltem

Bild unterschiedlich.

Bei Bildern mit Funktionsgraphen geht es

darum, den Zusammenhang zwischen Funk-

tionsterm und Graphik zu vertiefen.

Bei Bildern mit geometrischen Konstruktio-

nen geht es um das Erkennen und Reprodu-

zieren der konstruktiven Elemente.

Rolle der Technologie (TI-Nspire™, TI-Nspire™ CAS):

Der Rechner dient als Werkzeug zum Ausprobieren und Optimieren eigener Ideen. Die indi-
viduellen Kreationen kénnen, ahnlich wie bei der Textverarbeitung auf dem Computer, als
Dokument abgespeichert und evtl. ausgetauscht werden.

Mogliche Zugédnge, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Durch das Verandern von Graphen kénnen Terme manipuliert werden.
e Algebraisch: Die Lernenden erkennen den Graphen und tbersetzen ihn in einen Term.

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:
o Es bietet sich an, die Schilerinnen und Schiiler in kleinen Gruppen arbeiten zu lassen
und die Ergebnisse im Plenum oder in Expertengruppen zu vergleichen.

Hinweis:

Die Bilder wurden so ausgewahlt, dass sie ein breites fachliches Spektrum abbilden. Im Un-
terricht bietet es sich nicht an, die Lernenden alle Bilder erzeugen zu lassen. In Abhangigkeit
von der Klassenstufe und der Zielsetzung sollte eine Auswahl getroffen werden.
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Erzeuge die Bilder
a) mit Hilfe von Geraden und ggf. Kreisen:

11 BOG AUTO REELL m

b) mit Hilfe von Parabeln oder Kreisen:
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-
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1.5 | BOG ALTO REELL i

¢) in der Polarkoordinaten- oder Parameterdars
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Samtliche Bilder werden in der Applikation m BOG AUTO REELL il

Graphs & Geometry erstellt. Fir das erste
Bild Krone bendtigen Sie die Grafikansicht
(Ansicht, Grafikansicht), die in der Regel
standardmaliig eingestellt ist. Stellen Sie,
bevor Sie beginnen, das Koordinatensys-
tem so wie im Bildschirmfoto ein.

Das Bild 1.1: Krone wird mit Hilfe von ab-
schnittsweise definierten Geraden erstellt
(Funktionen, abschnittsweise). Flr Schile-
rinnen und Schdler ist es oft einfacher,
jeden Abschnitt einzeln zu behandeln. Ent-
sprechend bedienen wir uns hier des Ope-
rators |. Im Bild rechts wird gezeigt, wie er
angewendet wird, um Geradenabschnitte

N\

g ¥

=(x)-2

e+ 42 £0
NV RV
o
2 ﬂ(x]l f4|1 :I‘C+8| o Ex 1
12 2 14
® m flx)= B
11 BOG AUTO REELL T

zu definieren. -
9
Natlrlich werden die Lernenden nicht im- x /j\ 4
mer mit dem ersten Versuch treffen. Ein )= 5
wesentlicher Vorteil bei der Arbeit mit dem & 5 filoxj=—etBlDsxsd
Rechner (man kdnnte die Funktionen ja .
auch ohne Rechner bestimmen) zeigt sich Q(x)=i.x+g|.4gxg¢. —
genau an dieser Stelle: Man kann die eige- ® & 2 14
nen Uberlegungen unmittelbar Gberprifen, @ [ fBlx)=—2| 10%xs-4
Fehler sind konstruktive Elemente eines
Argumentationsprozesses. ® [ falx)=c-2pdzes10
@[5 f5lx)="2o 22 105026
Alle Funktionsabschnitte zur Definition der —
Krone finden Sie in der Abbildung rechts. ® R Blx)=3o22p2x10
BEx<h
17
b 5 bel= {u.ndef'
@ Bl ¥
Das zweite Bild Geradenschar wird in der 1z EOG AUTO REELL il
Ansicht Ebenengeometrie erstellt. ] —
Konstruieren Sie zuerst einen Kreis (Linien, 1 em
besondere). Auf dem Kreis konstruieren
Sie eine Tangente ([@=), (s>, 7: Tangen- ;?E)ffmiﬂ aLi
te]) ..ls’
#'- -
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Mit Hilfe der Option geometrischer Ort wird 12 EOG AUTO REELL 2
die Geradenschar erstellt. ol —

= 1 cm

Das Bild ergibt sich also durch eine Kreis-
tangente, die entlang des Kreisrandes be-
wegt wird.

Die Lange des angezeigten Tangentenab-
schnitts kann verandert werden. So tastet
man sich Schritt flir Schritt an das Ausse-
hen des gezeigten Bildes heran. Um es
vollstandig nachzubilden, missen einige
Objekte versteckt werden.

Beim Bild Springbrunnen kdnnte man ahn-
lich wie bei der Krone explorativ vorgehen.
Da sich allerdings eine Systematik offen-
bart, wurde hier ein anderer Weg gewahlt.
Wenn Sie diesen Weg auch beschreiten
wollen, 6ffnen Sie eine neue Seite mit der
Applikation Calculator.

Die Scheitelpunkte aller Parabeln haben
die y-Koordinate 9. Darlber hinaus verlau-
fen alle Parabeln durch den Punkt (0|5).
Das kann man nutzen (siehe Rechnung
rechts). Man erhélt eine Parabelschar, die
lediglich vom Parameter b abhangt (Er-
gebnis der Rechnung einsetzen in die
Funktionsgleichung). Der SOLVE-Befehl
kann jedoch in dieser Form nur mit Tl-
Nspire™ CAS ausgefiihrt werden.

Der Parameter b bestimmt die x-
Koordinate des Scheitelpunktes. Durch
Einsetzen der jeweiligen Koordinaten
(rechts im Bild z. B. -4) ergibt sich nach
und nach das gezeigte Bild.

ﬁ BOG AUTO REELL T

=

;{xj:=a-|{x—b]|2+9 Fatig
flo)=5 a-b2+9=5
solve(a-b2+9=5,a) a=i
52

=

3/99

1|7

Rechts abgedruckt sind die Terme fir den ﬁm BOG AUTO REELL il
rechten Teil der Parabelschar. Die linken -
ergeben sich entsprechend. ﬂ,_\}&'{ ! P
4 EIT .
Man kann in der Regel nicht davon ausge- | f1(x)- . eb)*+5jp=1 and 02x22.5
hen, dass Schilerinnen und Schilern die- = b
ser elegante Losungsweg einfallt. Es emp- ﬂ2(xj=i-|{x—b]|2+9|b=2 arnd 05
fiehlt sich, die Schilerlésungen zu nutzen, - 5 52
um nach Synergien bei der Bestimmung
der Funktionsgleichungen zu suchen. Dar- ﬂaixj=i-(x—bj2+9|b=4 and D=x= 10
aus wird sich dann eine ahnliche Systema- b [, n? | )
tik ergeben, wie sie hier vorgeschlagen ® @ 4] vab
wurde.
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Das Bild Parabelbriicke besteht aus zwei (a7 15| eoc AUTO REELL il
unterschiedlichen Formen von Parabelab- -
schnitten. Bei der Konstruktion nutzen wir 4
die ldee, die Abschnitte zu verschieben.
Dazu wird ein erster Parabelabschnitt wie
rechts gezeigt erstellt.
0.5 W mali)=- 50 (M jogx<d
& (.5 ]
® R A4lx)= 500 bed)0sesd A
Beim Verschieben kann man sich eines (a7 15| roc aUTO REELL il
Tricks bedienen: Man ersetzt die Variable x -
durch sich selbst und einen Summanden. 4
Dadurch werden alle x in den Funktions-
termen durch x + a ersetzt, was einer Ver-
schiebung in x-Richtung entspricht.
. X
Gezeigt ist rechts die Verschiebung des -5 0. A
urspriinglichen Bogens um 4 Einheiten f1d{c)=- 5o [ Jpomserd
nach links (x = x + 4).
In den 80er Jahren wurden Notationen wie
x = x + 4 ausfihrlich diskutiert, Wir hatten L= fisixl=-seeledlocts end 05cd 2
diese Notation nicht fir schadlich, wenn
Schilerinnen und Schilern die Bedeutung 4[ 2 ] 1.3 ] 1.4 ] 15 ] BOG ALUTO REELL i
bewusst ist, die hier natirlich eine ganz =
andere ist, als z. B. in der Applikation Cal- 4 I
culator. @ & f50x)= 5% (x—a)p=+8 and 0=x=4 N
Rechts finden Sie die noch ausstehenden ® B f16(c)=-5x-(ed)x=x and 05
Parabelabschnitte. f14 bis f18 beschreiben || ® & A7(x]=-Suc(-4)pc=x—d and 0<x=d x
die unteren Parabelbogen, f18 bis f20 die @ & A8(x)= 255 (x—4H+2pr=2+2 and 0x=4 &
oberen.
@ & A90x)= 25 [x—d [ 2pe=rtt and 0=x=d
Das Bild Schlafender Geist unterscheidet a0 & 200x)= .25 (-4 4 2p=x—2 and O=x=4
sich wesentlich von den vorhergehenden ® & r20l= v
Parabelbildern. So ist kein Koordinatensys- [L—oyv0me ———
tem vorgegeben. Wir nutzen das hier aus,
indem die Ergebnisse der Parabelbriicke 4[ 13 ] 1.4 ] 15 ] 1.6 ] BOG ALUTO REELL 7]
ubernommen werden. Die unteren Bogen m
des Geistes sind die erweiterten unteren 23.]
Briickenbégen (siehe z. B. f22). Die ande- I EER R PR AR R
ren Parabelabschnitte wurden durch ge- ® & f22(x]=5 el )t 12 and 02
zieltes Experimentieren gefunden. Von @ & R30x)=-.15-[x—12)-lcr12) 1222212
Vorteil (wegen der Symmetrie) ist es dabei, ;
wenn der Geist sich an der y-Achse spie- ® R ()37 +d| 3203
gelt. @ R 1250x)=(x-3)2+12[2 %024
Zum Schluss werden die Koordinatenach- @ & f26(x)=[0r3)% 12142022 X
sen ausgeblendet und die Nase mit Hilfe ® B 2700 %
des Zeigers ([®] langer als 1 Sekunde  |lle———F '
driicken) erstellt.
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Das Bild Sonnenblume wird ahnlich wie
das Bild Geradenschar (siehe oben) er-
stellt. Statt einer Tangenten wandert je-
doch nun der Mittelpunkt eines Kreises
entlang des Randes (geometrischer Ort).

Die Radien der beiden Kreise sind iden-
tisch.

Durch VergroRern des Basiskreises tastet
man sich nach und nach an das vorgege-

bene Bild heran. Um es vollstandig nach-

zubilden, mussen einige Objekte versteckt
werden.

Die beiden letzten Bilder sind — im Ver-
gleich zu den vorhergehenden — Exoten.
Man benétigt fir sie ein wenig Wissen Uber
Koordinatensysteme.

Die Spirale wird durch den Graphen einer
Funktion in Polarkoordinatendarstellung
erzeugt. Die notwendigen Angaben finden
Sie im Bildschirmfoto rechts.

Die Schleife wird durch den Graphen einer
Funktion in Parameterdarstellung erzeugt.
Die notwendigen Angaben finden sie im
Bildschirmfoto rechts unten.

Wenn Schilerinnen und Schiiler diese Ko-
ordinatensysteme noch nicht kennen, wer-
den sie kaum in der Lage sein, die Funkti-
onsterme selbststandig zu entwickeln.
Doch auch das Vorfihren des Entstehens
dieser Bilder hat einen Mehrwert: Die Ler-
nenden sehen, dass es weitere als die be-
kannten Koordinatensysteme gibt, und
dass es je nach Situation gunstig sein
kann, ein anderes System zu wahlen.
Schlief3lich werden Positionen auf der Erde
auch nicht in kartesischen Koordinaten
gemessen.

98] 1.7 [ 18] eoc auTo REELL
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Darstellung von Figuren im Mathematikunterricht

Seit damit begonnen wurde Mathematik-Software im Unterricht zu nutzen, wurde immer wie-
der die Darstellung von Funktionsgraphen als ein wichtiges Thema fir den Computereinsatz
angefihrt. Mehrfach wurde versucht, diese Darstellungsform ,spielerisch® zu behandeln.

Dazu einige Beispiele: Der ,Geist” links in der Abbildung
stammt von Paul Drijvers aus friher DERIVE-Zeit. Um
diese Figur nachzubilden, ist einiges Wissen Uber Eigen-
schaften von Polynomfunktionen notwendig, also mathe-
matisches Grundwissen, das wir unseren Schlerinnen
und Schiuler vermitteln wollen. Dies gilt auf anderer Ebe-
ne ebenfalls fir die Figur aus dem Beitrag von Barbel
Barzel (linke Abbildung).

In der ,Mathe-Welt® (Mathematik lehren, Heft 130) wird
allgemein auf Anwendungen mit Kurven (z. B. in der
Computergraphik und in der Technik) eingegangen. Im
Anschluss daran ist ein kleines Projekt vorgeschlagen
(,Das Liebesherz®). Durch geeignete Funktionen (Kreise,
Polynomfunktionen) soll die Figur nachgebildet werden.

— Ea— — Wenn auch diese Form des Erstellens einer Figur noch
¥ nicht Anwenden von Mathematik ist, so kann damit eine
motivierende Ubungsphase im Mathematikunterricht ver-
bunden sein. Das Erkunden von Eigenschaften von Funk-
tionen kann in spielerischer Weise im Unterricht gesteuert
werden. Das Ziel fur die Lernenden ist nicht das Abarbei-
ten einer Ubungssequenz zu bestimmten Funktionstypen
| sondern selbststandige Auseinandersetzung mit Funktio-
nen und kreatives Arbeiten anhand selbst gewahlter Figu-
ren.

0,5

Neben Funktionsgraphen kénnen auch parametrische
Darstellungen oder Darstellungen in Polarkoordinaten
thematisiert werden. Fir diese flexible und viel verwende-
te Darstellungsform lassen sich an verschiedenen Stellen
des Mathematikunterrichts Beispiele finden. Die Parameterdarstellung bietet sich jedoch als
ein ,naturlicher” Zugang an, wenn bereits entsprechendes Vorwissen aus Trigonometrie und
Vektorrechnung vorhanden ist.

Literatur/Quellenangaben

Barzel, B.; Bilder schaffen mit Graphen; Mathematik lehren — Sammelband Standards, Fried-
rich Verlag, 2007.

Arbeitsblatt aus Mathematik lehren, Heft 130.

Die Bilder 1.1, 1.4 und 1.5 von Seite 2 dieses Beitrags stammen von Franz Schiléglhofer. Bild
1.6 wurde nach einer Idee von Claudia Werner erstellt. An einen Artikel von Andreas Pallack
(Mustererkennung an asthetischen Figuren. Sonderbeilage TI-Nachrichten 1/2007) wurden
die Bilder 1.2 und 1.7 angelehnt.
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Die folgenden Figuren sollen einfach Anregung sein flr weitere Tatig

keit. Sie stammen aus

dem Unterricht von Franz Schléglhofer und wurden von Schilerinnen und Schilern der 5. B-
Klasse des Gymnasium Ort, Gmunden selbststédndig entworfen. Wiederum kann man versu-
chen, die Figuren nachzubilden oder auch selbst weitere Figuren entwerfen.
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* Um diese Bilder exakt nachzubilden, bendtigt man vertikal Streckenab-
schnitte. Diese lassen sich in der Parameterdarstellung erzeugen (sie- =2
he Beispiel rechts). -
; yile)= .
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