Kurvendiskussionen und Extremwertaufgaben mit Winkelfunktionen —
kein Problem bei Nutzung des MMS der TI-Nspire™ CX CAS Technologie

Wolfgang Héfner

Nachdem die systematische Behandlung goniometrischer Gleichungen im Unterricht nicht
mehr explizit gefordert wurde, kam es auch zwangslaufig dazu, dass Kurvendiskussionen
und Extremwertaufgaben mit Winkelfunktionen immer weniger eine Rolle spielten.

Und auch durch die Bildungsstandards und Lehrplane wurde ich in dieser Auffassung nicht
wesentlich korrigiert. Auch in den Poolaufgaben des IQB wurde ich nicht fiindig.

Bei einer Recherche in meinen alten Unterlagen stiel ich auf eine Vielzahl entsprechender
Aufgaben.

Der folgende Beitrag soll deshalb dazu anregen, die eine oder andere Kurvendiskussion
bzw. Extremwertaufgabe mit Winkelfunktionen im Unterricht zu besprechen. Es sind wirklich
interessante Aufgaben dabei und man muss es ja auch nicht Gbertreiben. Und mit den

Maoglichkeiten des MMS der TI-NspireT'\’I CX CAS Technologie ist das auch alles machbar.

Beginnen wir mit einigen Kurvendiskussionen (Periodizitat, Nullstellen, lokale Extrempunkte,
Wendepunkte, eventuell Schnittpunkt mit der y-Achse).

Damit man es nicht von Anfang an stets mit unendlich vielen Losungen einer Gleichung zu
tun hat, sollte man die Kurvendiskussion damit beginnen, die Funktion auf Periodizitat zu
untersuchen. Bei einer periodischen Funktion genugt es, die Eigenschaften in einem Intervall
zu untersuchen, welches eine Periode umfasst. Die Ergebnisse werden, wenn mdglich, als
Vielfache von m angegeben, aber zusatzlich immer auch ein rationaler Naherungswert fir
eine Darstellung des Graphen auf Papier.

Aufgabe 1

f(x) = 2sin(x) + sin(2x)

Es gilt f(x + 2m) = f(x)

2w ist also eine Periode der Funktion und wir untersuchen die Funktion deshalb erst einmal
im Intervall [0,27].

Ich verwende in den Beispielen sowohl die Funktion ,solve’ als auch die Funktion ,zeros’,
bevorzuge aber ,zeros’, weil die Ergebnisdarstellung als Liste Vorteile fur die weitere
Rechnung bringt.

Nullstellen in [0 ; 27]:
fx)=0(0<x<2m

Xo1 = 0,X9; = T, x93 = 2T
Alle Nullstellen

Xor =k-m (k€Z)

Lokale Extrempunkte:

f'(x) = 2 cos(2x) + 2 cos(x)
f"(x) = —4sin(2x) — 2 sin(x)

f'(x) =0 (0 <x<2m)

5
x; ==~ 1,05x, =m;x3 = 3T~ 5,24

‘:'w.:l

s
f" (—) =-3V3<0 = 3 ist lokale Maximumstelle.

5n 5 o
f" (?) =3V3>0 = 3 ist lokale Minimumstelle.

f”(T[) =0

Dieses Ergebnis lasst bezlglich der Frage, ob m Extremstelle ist, keine Aussage zu.
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Hoch — und Tiefpunkte in [0 ; 27]

3

5

(£ 12) n1 30

32
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Alle Hochpunkte und Tiefpunkte:

T 3
Hk(§+k-2n | Ex/§); Tk(

Wendepunkte:

F'(x) =0 (0<x<2m)
=0; xy,~ 182

Xy, = 0;

1

3

Xy, = T;

f""(x) = —8cos(2x) — 2 cos(x)
xy, ist eine Wendestelle.
Xy, ist eine Wendestelle.
Xy, ist eine Wendestelle.
xy, ist eine Wendestelle.
Xy, ist eine Wendestelle.

flxy,)=—10%0
f(xw,)=75%0
f(xw,)=—6%0
flxw,)=75%0
f(xw,) =—100

=

=
=
=
=

rG) =520 1(5m)= -5~ -2

5 3
=m+k-2m | —Ex/g)

Xw, = 446; Xy,

21

Da auBerdem f'(x,,,) = 0 gilt, ist x,,, = m sogar ein Sattelpunkt.

Wendepunkte (Sattelpunkt) in [0 ; 27]:
3 3
w;, (0]0) W2(1,82|§\/15) s(mlo) w, (4,46 | —5\/15) Ws(21]0)

bzw.

W, (010)  W,(1,82]1,45)  S(x|0)

Alle Wendepunkte:

W, (4,46 | — 1,45)

W5 (2m|0)

Wy, (k- 2m|0) W, (1,82 +k-2m|1,45) W, (446+k 21 |—145) (k€ Z)

Alle Sattelpunkte:

S(Rk+1)m|0) (ke€Z)

/{.1‘]:=2- sin[_r]+sin[2- _1']

/{.1‘+2- rt}=j{_r]

aff{r]:=%{ff-r]}
alfly)
aafih={aifd)
a2flx)

Solve[/{_r]=0,_r]|05_r52- T

Fertig
true
y=0orx=norx=2-m

Fertig

2 005[2- _1']+2- cos[_r]

Fertig

-4 Sin[z- _1'}—2- Sin[_r]




zeros{a I j{_r},_r]| 0=x=2'm

fz-22)

zeros{a2j{} ] =x=2'm

zeros{an{_r},_rh 0=x=2'm
a3fla):= [azf{ )
a3f[.1‘]

. 1
a'j’/( 0,sin™'|—
4

. 1

f{ 0,sin™'|—
4/ 2 2

{0, > E,o, > E,o»

8 8

T 3m 1
+=—,T, ———sin"
%) %)

F F

T 3m 1
+=, T, ———sin"
2 2

{O,Sin"

T 5T
—n,—
3 3

{1.0472,3.14159,5.23599 }
3o 5
e

- =

1+

{2.59808,0.,-2.59808 |

1l 3=
—[+—,m,——sin”
4] 27 2

& &

1

= ,2-11}

4

{0.,1.82348,3.14159,4.45971,6.28319 |

Fertig

-8 cos[?- _1']—2- cos[_r]
15

15
-10,—,-6,—,-10"
2 2

& &

{0, 3115 0 _3'5,0'

g8 ' 8

{0.,1.45237,0.,'1.45237,0. ¥

Bei dieser Kurvendiskussion, wie auch bei den nachfolgenden Beispielen, ist
selbstverstandlich auch die Bearbeitung mit ,Graph analysieren‘ mdglich.

v (1.05,2.6) )=
(1.82,1.45)
(0.0) (3.14,0)
g (6.28,0)
(4.46,-1.45)
N\
(5.24,-2.6)




Aufgabe 2
f(x) = cos?(x) + sin(x) _%
Es qgilt f(x + 2m) = f(x)

2m ist eine Periode der Funktion. Die Untersuchung der Funktion erfolgt zuerst jeweils im
Intervall [0,27].

Nullstellen in [0 ; 2x]:

f(x)=0(0<x<2m

Xg1 = 3,67,x9, = 5,76

Alle Nullstellen:

Xok, = 3,67 + k-2m;  xo, 576+ k-2n (k€Z)

Schnittpunkt mit der y-Achse:
f(0) =075 5,(0]0,75)

Lokale Extrempunkte:
f'(x)=(1—2"-sinx) - cosx
f"(x) =sinx - (2sin(x) —1) — 2 cos? x

f'(x) =0 (0 <x<2m)

s T 5 3
Xy =7Tg ~ 0,52; x, = ) zﬂ1,57; X3 = i 2,62; x4 = ST 4,71
f" (E) =-3/2<0 = a3 ist lokale Maximumstelle.

s T . .
f" (E) =1>0 = > ist lokale Minimumstelle.

5 3 5
f" (gﬂ') =-3 <0 = i ist lokale Maximumstelle.

3 3
f" (E”) =3>0 = om ist lokale Minimumstelle.

s s 3 5 3 5

re=1 r@=3 rGr)-1 s(Gr)=--3

Hoch- und Tiefpunkte in [0 ; 27]:

iy (= 11); H(E |1)- T(E|§)- T(E |—§)
! 2 T2t ) gy 23"l Ty
Alle Hoch- und Tiefpunkte:

T 5
Hkl(g+k-2n| 1); sz(—n+k-2n| 1)

6
T, (ﬂ+k 2 3)- T (3 +k-2 5)
kq > T[l 1)’ k, 27'[ 7T| )
Wendepunkte:

f'"(x)=0 (0<x<2m)
Xy, = 1; Xy, = 2,14; X, = 3,78; Xw, = 5,65

f""(x) = (8sin(x) — 1) - cosx

flxw,)=31#0 = x,, ist eine Wendestelle.
f(xw,) =31#0 = x,, isteine Wendestelle.
f(xw,) 46 #0 = x,, ist eine Wendestelle.
f(xw,) ~—46%0 = x,, isteine Wendestelle.



Wendepunkte in [0 ; 27]:

w;(110,88) W,(2,14]0,88) W5(3,78| - 0,19)  W,(5,65|—0,19)
Alle Wendepunkte:

W,(1+k-2m|0,88) W,(2,14+k-2m|0,88)

W5(3,78 + k-2m|—0,19)  W,(5,65+ k- 2m| —0,19)

f{t] (cos{ ]] +Sln[ ] i Fertig
f{.r+2- Tt] =j{.1'} true
flo) 3
4
A zeros(flv).x)j0sx=2- 7 {3.66519,5.75959 }
d Ferti
an{r}:=;[f{_t]] -
X
al j{l} (1 -2 sin[_r]}- cos[_r]
a2j{.1‘} : =i(a I j{'l]} Fertig
dx
4 sinl|x /- |2- sinlx)-1)-2- [cos|x)|”
) ()2 sinfe)-1)-2 foste)?
zeros(afj{r],_t}miri}n T 2 In
62 6 2
n5m 3 {0.523599,1.5708,2.61799,4.71239 }
62 6 2

3
2’

qud,
w

f—-"-—x
rl‘-‘-|L»

)
i

A zerosla2fix) x)osy=2-n {1.00297,2.13863,3.77646,5.64832
Ferti

a3fix):= (a2f{ )) §

a3j{.1‘] [8- Sin{.‘l.']—l]' cos[_t]

a3/({1.0029669538663,2.1386256997235,3.7764595247233,5. 648318436046 |
{3.08944,-3.08944,4.62524,-4.62524 }

A1 1.0029669538663,2.1386256997235,3.7764595247233,5.648318436046 }
{0.882303,0.882303,-0.194803,-0.194803 }




v

(0.524,1) (2.62,1)

y={f(x),0£x£2- T

—_~
[

0.882 )(2.14,0.882 )

s

0.5

\ .
/

(3.78 ,—0.\195 ) (5/65,-0.195 )

[SEE]

fl(x)={f(x),OSxS2- b

Aufgabe 3

f(x) =x+cosx

f'(x)=1-sinx f"(x) = —cosx f""(x) =sinx

Die Funktion ist nicht periodisch, weil ein Summand die lineare Funktion y = x ist.

Nullstellen:
fx)=0
X = —0,74

Schnittpunkt mit der y — Achse:
fO=1 5,(00]1)

lokale Extrempunkte:
ffx)=0

n
xk=z+k-2n

[
f”(§+k-2n) =0
Das Ergebnis lasst beziglich der Frage, ob x; Extremstellen sind, keine Aussage zu.
Eventuelle handelt es sich auch um Wendestellen.



Wendepunkte:
f”(x) — 0
s A s
Xy, =(2n—1)-z=—5+n-n=5+k-n; keZ
(%) =—(D"#0 = x,, sind Wendestellen, also auch alle x; = g + k- 2m.

An diesen Stellen sind sogar Sattelpunkte, da die erste Ableitung dort Null ist.
(siehe Untersuchung auf Extrempunkte).

Damit steht dann auch fest, dass die Funktion keine lokalen Extrempunkte besitzt.
Jeder zweite Wendepunkt ist ein Sattelpunkt.

fG+km)=c+k mtcos(c+km)=c+km+0=c+kem
2 2 2 2 2
Wendepunkte, die keine Sattelpunkte sind:

T /s
Wk(—§+k-2n| E+k-2n) kez
Sattelpunkte:
Sc(Z+k-2m| —Z+k-21) kez

A solvelfx)=0,x) r=-0.739085
flo) 1
atfe)=2H{f) e
aafe) = -{aify) e
a3fe)—-{aafs) reme
alflx) 1-sin(x)
a2flx) -cos(r)
a3flx) sin(x)
il o]
o (e fo}
zeros(a2flx) ) { (2: ni—l}- n }
i) e
i{{ [2-:13—1}-11:} {[2-:13 1}-:1;}




Die nachste Eingabe liefert die Liste fiir das Streudiagramm der Wendepunkte.

(2-%-1)

I:i=seq

On -7n 57 3nnniInsS5nTn=n

Die letzte Aufgabe ist natlrlich auch ohne weiteres ohne Hilfsmittel I6sbar.
Das gilt bei dem geforderten Kenntnisstand der SuS fir die ersten beiden
Kurvendiskussionen und die nachfolgen Extremwertaufgaben nur teilweise.

Bei Extremwertaufgaben ist es (blich die Ergebnisse im Gradmalf} und nicht im Bogenmal}
anzugeben. Damit hierbei keine Fehler auftreten, schauen wir uns nun einige Rechner-
eingaben an.

Dokumenteinstellung ,Grad":

(. ¢ T cos(x)
2 i) =
d_ci (sin(x)) r cos(x)
aj{x):: i(sm(x)) r Fertig
dx

1 x=60 or x=300
solve(aj{x]—; X[|0=x=360
af{180) 9

Folgerungen:

Die Ableitung sollte man also; auch wenn die Dokumenteinstellung ,Grad’ ist; im Bogenmal}

durchfiihren.

sl

dx

r




Weiterhin ist es nitzlich nur die Losungen einer Gleichungen zu ermitteln, die Elemente des
Definiti_onsbereichs der Zielfunktion sind.

ryfx)=%,x

-

solve |0=x=360

Ist die Dokumenteinstellung ,Bogenmal}, so werden die im Bogenmalf} ermittelten
Ergebnisse durch die Division durch 1° im Gradmal} ausgegeben.

Werden Winkel in der Dokumenteinstellung ,Bogenmaly’ im Gradmal} eingegeben, dann in
der Form 30° und nicht, wie in der Dokumenteinstellung ,Grad‘ mdglich, einfach nur 30.

Dokumenteinstellung ;Bogenmal}’:

i{sin(x}) cos(x)
X
aj{x]:=i[sin(x)) Fertig
dx
1 T 5-m
solve ajfx}=—,x |0=x=2- X=— or x=——
2 3 3

{E E} {60,300}

1 60,300
zeros(rxj{x}—;,x [0=x=2-7 { }
10
af{300°) 1
2
Extremwertaufgaben
Aufgabe 4

Wie grofd muss der Winkel a sein, damit das gleichschenklige Trapez (siehe Zeichnung)
maximalen Flacheninhalt hat. (a ist konstant)

\d




Lésung:

X X
\]
h h
a a
oL
a
A(x,h)=(2x+$-h=(a+x)-h;

Nebenbedingungen:
x=a-sina; h=a-cosa

Zielfunktion:
A(e) =(a+a-sina)-a-cosa
A(@) =a?-(1 +sina) - cosa

Definitionsbereich der Zielfunktion:
[0;90°)

A'(a) = a?-cos?a —a?-sina - (sin(a) + 1)
A"(a) = —a?- (4sin(a) + 1) - cosa

A(a)=0
a = 30°
—3a%V/3
A" (30°) = > V3 <0

= a = 30°ist Maximumstelle
Bei einem Winkel von a = 30° ist der Flacheninhalt maximal.

Losung bei Dokumenteinstellung ,Bogenmald:

f[.r]:=a2- coslx)- {1+sin[.r]} Fertig
afj{_r]:=%{/{_r]] Fertig
a2j{.t]:=i{a 1 j{l]] Fertig
“ U{IJ a? [cos[_r]] 2 42 sin[_r]- {Sin [_1'}+ 1}
a2j{_1'] -a2- (4 d sin{.t]—k 1] d cos[_t}

10



T x¥=0.523599 and a>0.
oy solve{alj{r]=0,.r]|a>0 and OS.HI:

a

0.52359877559831 30.
10

a1f{30°) 0

a2f(30°) 3425

Lésung bei Dokumenteinstellung ,Gradmal':

/{.1']:=a2- cos{.t‘}- [1+sin[.r}] B
al j{\]=';—1[j‘{1]}]r Fertig
an{r]::(%[a 1 j{l]}]r Fertig
a)'j{.\'] a’ ‘:[cos{_r]}z—sin{_r}- [Sin{_t‘}-l-l])
a2_f{.1‘] ‘az- [4- Sin{_r}+1J- cos{.r}
A Solve[alj{r]=0,.r}|a>0 and 0=x<90 ¥=30. and a>0.
a2/(30) 323

Aufgabe 5:

Einem gleichschenkligen Dreieck werde an der Basis ein Halbkreis angesetzt, dessen
Durchmesser der Lange der Basis entspricht. Die Lange a der Schenkel des Dreiecks ist
vorgegeben. Wie grol} ist der Winkel, den die Schenkel einschlieen, zu wahlen, damit der
Flacheninhalt der zusammengesetzten Figur maximal wird.

11



Lésung

1 1
A(a,r)=5-a2-sina+§-n-r2

Nebenbedingung.
a T o«

—_——= — = = . —
sin ) a r a - sin )

Zielfunktion:

1 1 a
A(a) =;a2-sina+5-n-a2-sin2—

2
Ala) = %az . (sin(a) + 1 - sin? (%))

Definitionsbereich der Zielfunktion:
(0°;180°)

A'(a) = %az . (n - sin (g) * COS (g) + cos a)

A" () = %az . (27‘[ - cos? (%) —2-sin(a) — n)

Ala)=0
a =~ 147,5°

A"(147,5°) = —0,9a®> <0 = a = 147,5°ist Maximumstelle.
Der Winkel sollte eine Grofte von etwa 147,5° haben.

Dokumenteinstellung ,Bogenmald‘:

flx):== a*: |sin(x)+n- |sin|-

|~

L | =

a)'_f{.l‘]::%{f{-"”
a2j{r]:=%{a 1f(x))

Fertig

Fertig

Fertig

12



al j{t]

a2j{_r]

Solve{a I j{_r]=0,_t}|0£_r£:t

J

-

n—tan™

10

a2f(147.518°)

s

T

0=x=m and ¢=0 or x=n—tan”

147.518

-0.931048" a2

Dokumenteinstellung ,Gradmal':

12

“a sin

flv):=

sin [_1']+rt-

|~

X
2

) {4
a2j{.1‘} : ='Ili[a 1 j{t]}]r

Solve[a Ij{_r]=0,_t]|0{_r<180

a2f(147.518)

Fertig

Fertig

Fertig

0<x<180 and a=0. or x=147.518

-0.931048" a>
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