Dynamische Geometrie mit der TI-Nspire-Technologie
Die Zissoide des Diokles, die Kardioide und die Astroide

Wolfgang Hafner

Die Idee zu diesem Beitrag entwickelte ich, als ich mich wieder einmal mit einigen Seiten in
Clifford Pickovers Werk ,Das Mathebuch beschaftigte, das ich sehr empfehlen kann.

,Clifford Pickover, produktiver Autor und universell gebildet, hat ein wunderbares
Nachschlagewerk zusammengestellt. Die 250 kurzen Eintrdge machen es zu einem
veritablen Band Uber die Geschichte der Mathematik, indem ihre bedeutendsten Lehrsatze
und deren geniale Schépfer prasentiert werden.*

Martin Gardner

In der Schule kénnte das Thema fur die Begabtenforderung, in mathematischen
Arbeitsgemeinschaften, fir Haus- und Projektarbeiten interessant sein.

Da die drei ebenen Kurven punktweise Uber Lageveranderung geometrischer Objekte
definiert werden kénnen, bieten sich die Moéglichkeiten der dynamischen Geometrie fiir eine
eingehendere Beschaftigung mit diesen geradezu an.

Hinweis: Die Zitate in diesem Beitrag sind samtlich aus dem oben genannten Buch.

Die Zissoide des Diokles

LDer griechische Mathematiker Diokles hat die nach ihm benannte Zissoide etwa 180 v. Chr. entdeckt
bei der Nutzung ihrer bemerkenswerten Eigenschaften fiir eine Wiirfelverdopplung.*”

,Der Graph der Kurve strebt in beide Richtungen der y-Achse gegen unendlich und hat eine einzige
Spitze. Die von der Spitze ausgehenden Zweige der Kurve ndhern sich der gleichen senkrechten
Asymptote an. Wenn wir nun einen Kreis zeichnen, der die Spitze im Punkt O schneidet und der
tangential zur Asymptote ist, dann kann die Verbindungslinie von O und einem Punkt M auf der
Zissoide verlangert werden, bis sie die Asymptote im Punkt B schneidet.

Die Lange der Strecke von C bis B entspricht dabei stets der Lange zwischen O und M.*”
Anmerkung: Der Abbildung im Buch entnimmt man, dass C Schnittpunkt der Geraden mit dem Kreis
und O der Koordinatenursprung ist.

LAusdriicken lasst sich die Kurve in Polarkoordinaten mit r = 2a - (sec(6) — cos(0)) oder aber in
Rechteckkoordinaten als y? = x3/(2a — x).“

Konstruktionsbeschreibung (Vorschlag):

Die im Zitat beschriebene Eigenschaft der Zissoide kann naturlich auch zu ihrer Konstruktion
genutzt werden.

Die Arbeit erfolgt in der Applikation Graphs.

Zuerst erzeugt man einen Schieberegler fur die Variable a mit beispielsweise folgenden
Einstellungen:

Anfangswert: 4

Minimum:0.1

Maximum: 5

Schrittweite: 0.001



Danach erstellt man Uber ,Punkt nach Koordinaten' den Punkt M, (a|0).

(Die Beschriftung kann geléscht werden.)

Dann konstruiert man einen Kreis mit dem Mittelpunkt M; und dem Radius a.

Auf dem Kreis wird ein Punkt C festgelegt und auRerdem werden die Schnittpunkte des
Kreises mit der x-Achse erzeugt.

Nun erstellt man einen Strahl, der im Koordinatenursprung beginnt und durch C geht.

Im Schnittpunkt A(2a|0) wird die Senkrechte auf der x-Achse errichtet.

Danach erstellt man den Schnittpunkt B des Strahls mit der Senkrechten.

Mit ,Zirkel* konstruiert man nun den Kreis mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt und
dem Radius CB.

Man erstellt danach den Schnittpunkt M dieses Kreises mit dem Strahl.
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Jetzt kann man die Geometriespur (,Spur’, ,Geometriespur‘) des Punktes M erzeugen, indem
man Punkt C bewegt.




Nach dem Ldschen der Geometriespur sollte man die entsprechende Ortskurve erzeugen.
Die so konstruierte Kurve ist die Zissoide des Diokles.
Fur diese ergeben sich folgende Gleichungen:

in kartesischen Koordinaten:
3

y2 ==
2a—x
in Polarkoordinaten:
2
=2a- S:ZS((:)) = 2asin (0) - tan(9)
1 — cos?(0) 1
r= -W =2a- (cos(@) - cos(H)) = 2a - (sec(@) — cos(0))

Herleitungen: siehe Anhang

Die Zissoide kann dann auch noch, am besten nach dem Ausblenden der Ortskurve, mit
Hilfe der Gleichungen gezeichnet werden. Dabei ist fiir die Graph-Einstellung ,Relation’ bzw.
,Polar zu wahlen. Man muss die Relation in der Form y? - (2a — x) = x3 eingeben.

yz- (2- a—x)=x3
rl(()):2- a- (SeC(@)*COS(F)))

8.39

Die Zissoide und die Gerade mit der Gleichung y = 2 - (2a — x) schneiden sich im

I. Quadranten des Koordinatensystems im Punkt R (siehe néachstes Bild).

Die Gerade mit der Gleichung x = a schneidet OR im Punkt P und die x-Achse im Punkt L.
Ist a die Lange einer Wiirfelkante, dann ist |PL| = ¥/2 - a die Lange einer Wiirfelkante eines
Wirfels mit doppeltem Volumen.



Beweis:

Dy=2-Q2a-x) :>2a—x=%
I y?-(2a —x) = x3 Gleichung der Zissoide
N ~1II) yZ-JZ—/=x3
y3 = 2x3
y =37 x

Mit x = a erhdlt man dannalso y = |PL| = ¥2-a

Die Kardioide

,Die Kurve kann einfach erzeugt werden, indem man einem Punkt auf einem Kreis folgt, wéhrend er
auf einem anderen festen Kreis mit dem gleichen Radius abrollt. Der Name ist

vom griechischen Wort fiir Herz abgeleitet und die Polargleichung lautet

r = 2a(l — cos(0))."

Konstruktionsbeschreibung (Vorschlag):

Die Arbeit erfolgt in der Applikation Graphs. Zuerst erzeugt man einen Schieberegler fir die
Variable a mit beispielsweise folgenden Einstellungen:

Anfangswert: 2

Minimum: 0.1

Maximum: 5

Schrittweite: 0.001

Vertikal

Danach erstellt man tber ,Punkt nach Koordinaten‘ die Punkt M; (—a|0) und 0(0]0).

(Die Beschriftungen kénnen geléscht werden.)

Der Text ,2a‘ wird eingegeben und der Wert dieses Terms berechnet.

Anmerkung:

Bei Nutzung der iPad-App ist dieser Vorgang etwas umstandlicher, weshalb ich hier etwas
ausfuhrlicher erklare. Man muss hier eine beliebige Zahl als Text eingeben und diese mit der
Schiebereglervariable a verkniipfen. Anstelle der eingegebenen Zahl erscheint ,a=‘ und der aktuelle
Wert von a. Diesen Wert muss man fir die Berechnung des Terms wahlen.



Die Kreise k; und k, mit dem Mittelpunkt M; und den Radien a und 2a werden konstruiert.
Auf dem Kreis k, wird ein Punkt M, erzeugt, der Mittelpunkt eines weiteren Kreises wird.

Man erzeugt einen Strahl, der in M; beginnt und durch M, geht.

Nun muss man den Schnittpunkt P des Strahls mit Kreis k, erstellen. Der Kreis k5 mit
Mittelpunkt M, geht durch P. Dieser Kreis wird nun gezeichnet. Danach erfolgt die Messung
des gerichteten Winkels «(OM; P). (Der zugehorige Kreisbogen kann ausgeblendet werden.)
Der Punkt P wird um M, mit dem Drehwinkel «(OM, P) gedreht. Das Ergebnis der Drehung
ist Punkt R. Man wabhlt Blau als Farbe des Punktes und macht ihn etwas gréR3er.

Nun ist noch die Strecke M,R zu zeichnen.

a=2.003

2a=4.01

W

a=2.003

2a=4.01
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Nach dem Ldschen der Geometriespur sollte man die entsprechende Ortskurve erzeugen.



a=2.003

2a=4.01
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12.42

0.94 rad

Die so konstruierte Kurve ist die Kardioide.
Fir diese ergeben sich folgende Gleichungen:
in Polarkoordinaten:

r = 2a(1 — cos(0))

in kartesischen Koordinaten:

(x2+y2)? + 4ax(x® + y?) —4a%y?> =0
Herleitungen siehe Anhang

Die Kardioide kann dann ebenfalls, am besten nach dem Ausblenden der Ortskurve, mit Hilfe
der Gleichungen gezeichnet werden.

(xz +y2)2 +4-a- x* (xz +}’2)*4- a2 ~y2 =0

r1(6)=2- a- (1-cos(6))

a=2.003
2a=4.01
12.54 7.46

1.2 rad




Ohne rechnerischen Nachweis, sei hier noch auf folgenden Zusammenhang verwiesen.
Man erhalt die Kardioide auch als Hullkurve aller Kreise, deren Mittelpunkte auf k, liegen und

die durch den Koordinatenursprung gehen.

Die Konstruktion ist im Vergleich zu den bisherigen relativ einfach. Die Kardioide wird
allerdings vorgegeben.

\ A5

Man muss hier den Punkt auf k; bewegen, um den Zusammenhang zu erkennen.
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Die Listen x! und yl enthalten die Mittelpunktskoordinaten der in der Konstruktion
verwendeten 15 Kreise.

i*T
xl:—seq(a- cos(?)—a,i,l,IS)

> {m Zjﬁ 22— 2-3-2-2 2-f-2-[P2-2-4-[pr22-2-2-fo- 2 2,

i°m
yl:—seq(a- sin(?),i,l,IS)
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Die Astroide

,Eine Astroide ist eine Kurve mit vier Spitzen, die entsteht, wenn ein Kreispunkt wie ein Zahnrad in
einem groReren Kreis abrollt. Der groRere Kreis hat den vierfachen Durchmesser des kleineren
Kreises.”

,Die Astroide hat die Gleichung x¥3+y?*=R?3wobei R der Radius des ruhenden &ueren Kreises ist
und R/4 der Radius des inneren abrollenden Kreises.*”

Anmerkung: In den weiteren Ausfiihrungen wird in Anlehnung an die bisherigen Bezeichnungen R
durch a ersetzt.

Konstruktionsbeschreibung (Vorschlag):

Zuerst erzeugt man einen Schieberegler fur die Variable a, beispielsweis mit folgenden
Einstellungen:

Anfangswert: 4

Minimum: O

Maximum:5

Schrittweite: 0.001

Die Texte %a und % sind einzugeben und die zugehérigen Termwerte zu berechnen.

Mit ,Zirkel* wird der Kreis k, konstruiert. Dieser hat den Koordinatenursprung als Mittelpunkt
und den Radius a. Der Kreis k, mit dem gleichen Mittelpunkt und dem Radius %a wird
ebenfalls mit ,Zirkel’ erstellt.

Danach wird auf k, ein Punkt M gezeichnet. Wiederum mit ,Zirkel* wird ein dritter

Kreis k; mit dem Mittelpunkt M und dem Radius % konstruiert.

Danach zeichnet man einen Strahl vom Koordinatenursprung durch M.

Man ermittelt nun die Schnittpunkte S und H des Strahls mit Kreis k5.
Der Schnittpunkt S innerhalb von k, kann ausgeblendet werden.

Der Punkt P (%a |0) wird gezeichnet und der gerichtete Winkel «(POM) gemessen.

(Der eventuell eingeblendete Bogen kann ausgeblendet werden.)

Der Text ' —4-w' wird eingefuigt und der zugehérige Termwert berechnet, wobei w der
Grol3e des Winkels «(POM) entspricht.

Der Punkt H wird um den Winkel —4w und das Drehzentrum M gedreht. Das Ergebnis ist
der Punkt R. Man wabhlt Blau als Farbe des Punktes und macht ihn etwas groR3er.

Dann zeichnet man die Strecke MR.



6.8Ay
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0.693 rad

“4-w=-2,77

a=5.
—=3.75
—=1.25
&
10 10
0.693 rad
-4- w=-2.77
a =8
0. 5

Nach dem Ldschen der Geometriespur sollte man die entsprechende Ortskurve erzeugen.



6.8Ay
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0.693 rad

-4-w=-2.77

Die so konstruierte Kurve ist die Astroide..

Fir die Astroide ergeben sich folgende Gleichungen:
Pametergleichungen:

x=a-cos3t; y=a-sindt
in kartesischen Koordinaten:
2 2 2

x3 + y§ = a3
aus zwei Funktionen zusammengeflgt:
3

2 2\2
fikx) = (a§ - x§)
fo(x) = —f1(%)

Herleitungen siehe Anhang

Zuletzt zeichnen wir die Astroide, nachdem ihre Ortskurve geléscht wurde, mit Hilfe der
Parameter- bzw. Funktionsgleichungen.
Dabei ist fur die Graph-Einstellung ,Funktion‘ bzw. ,Parametrisch‘ zu wahlen.



3 Ay
) xl(t)=a' (cos(t )3
a= =
fl(x)* 5 3_5 yl(t):a- (sin(t )3
a
T E-nk)
a
—=1
4
K
a =4, 0.637 rad
i -4w=-2.55
Anlagen
Herleitung der Gleichungen fiir die Zissoide des Diokles
Kreisradius a
Kreisgleichung:(x — a)? + y? = a?
Strahl: y=m-x
Clxqly1): (g —a)? + m?x,? = a?
X2 —2a-x; +a?+m?x,? = a?
x2-(1+m?)=2a-x; | :x (x, #0)
x,-(1+m?) =2a
2a
T me
B(x;ly2) : x; =2a
2a 1 m?
M(x|y),(0<x<2a): x=x, —x; = 2a—1_*_mz = 2a-(1—1+m2> = Za-l_}_m2

11
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<1+ )—Za y?
x3+y%x=2a-y?
x3=y?-(2a—x)

3
2 __*

y 2a—x
L oo 08 —0
Fiarx =0 gilty =55=0

oder in Polarkoordinaten:
Fir —2 <6 < gilt
sin?(8)  cos?(0) + sin?(0) 1
1 2-1 2 =1 = =
tm + tan®(6) 0s2(0) cos2(9) cos?(0)

2 .2
m- tan?(0) - cos?(0) = :m ©) - cos?(0) = sin?(0)

1+ m?2 0s2(0)
2
x=r1-cos(0) =2a- T 2a - sin?(0)
3 sin?(60)
B cos(6)
_ _sin?(6) . _ E 3 . .
Fur 0 = |st 2a 203(0) nicht definiert. Wenn a > 0 und 5 < 0 < ST gilt, so ergeben sich

farr kelne posmven Werte.

Man erkennt weiterhin, dass die Gerade mit der Gleichung x = 2a Asymptote
der Zissoide ist.
x3

lim = o0

x-2a 20 — X

12



Herleitung der Gleichungen fir die Kardioide

Ay

Offensichtlich ist das rote Viereck ein gleichschenkliges Trapez, was sich aus den Mal3en
und der Konstruktion ergibt.
Daher gilt:

r=2a—2s=2a—2-a-cos(8) =2a-(1—cos(8))

Bei einem Drehwinkel % < 6 < m ergibt sich folgendes Bild:

Ay

W

r=2a+2s=2a+2-a-cos(m—0)

r=2a+ 2a-(—cos(8)) = 2a- (1 — cos(#)) (Gleichung in Polarkoordinaten)

Fiir 8 = 0 erhdlt manr = 0 und r = 4a, wenn 8 = m ist, also die richtigen Werte.
Fur m < 6 < 2m erhéalt man r = 2a - (1 — cos(#)) durch analoge Uberlegungen.
Damitist r = 2a - (1 — cos(#)) die Gleichung der Kardioide in Polarkoordinaten.

Ist R(x|y) ein Punkt auf der Kardioide so gilt:
cos(8) = ; und r?2 = x2 + y?

13



r = 2a(1 — cos(08)) = 2a — 2a - cos(H)
x
r=2a—2a-—
r
r’=2a-r—2a-x
r? + 2ax = 2ar
r* + 4axr? + 4a®x? = 4a®r?
r?)? +4axr®> —4a?-(r*—x?) =0
(x%2 4+ y2)?2 + 4ax(x®> + y?) — 4a%y? =0
Herleitung der Gleichungen fir die Astroide

6.8Ay

<(QRM) = «a, <(RMQ) = B, <(RMN) = 4t
=4t—t-2=3t->, a=--f=>-—(3t-2)=n-3t

k= 2 2’ 2 T2 2/

__ a a _~ a a

RQ =Z-cos(n—3t) = —Z-cos(3t), Q =Z-sin(n—3t) :Zsin(3t)

3 a 3 a
Xg =Xy —RQ = 7% cos(t) +Z-cos(3t); Yr =Yy — QM = 7% sin(t) ~2 sin(3t)



6.8y

/
% 1T N
10 Q' )
-/
tl 1 1 1
L " |
<(QRM) = q, <(RMQ) = B, <(RMN) = 4t
T T
m-f=4t—t——=3t—3
—3 3t =z = (3 3t)—3t
,8—271 , 0(—2 ﬁ—z Zn = T

—__ a a
RQ = 1 cos(3t —m) = 7 cos(3t)

a | __a.
oM = 1 sin(3t —m) = 4Sln(3t)

3 a 3 a
R =Xy —RQ = 2% cos(t) + 7 cos(3t); yr=ym+0QM = 7% sin(t) — 2 sin(3t)

=

Aufgrund des symmetrischen Ablaufs gentgt es, die Félle fir den ersten Quadranten zu
betrachten.
Fur das Dreifache eines Winkels gelten fir den Sinus und den Kosinus folgende Formeln.
sin(3t) = 3sin(t) — 4sin3(t) , cos(3t) = 4 cos3(t) — 3cos (t)
Also gilt:
3 a 3 3
Xp=gar cos(t) + T (4 cos3(t) — 3cos(t)) = i cos(t) + a-cos3(t) — i cos(t)
xp = a-cos3(t)
3 a 3 3
yr = —a-sin(t) — 7 (3sin(t) — 4 -sin3(t)) = 2% sin(t) — i sin(t) + a - sin3(t)

4
yr = a - sin3(t)

R(a-cos3(t) | a-sin3(t))

15



Daraus folgt fir R(x | y):

x3 + y3 = a3 cos?(t) + a3 sin?(t) = a3 (cos?(t) + sin?(t))

2 2 2
x3+y3=a3
2 2 2
y3=a§—x§

@ =(a3-x), 0 =L
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