Geometrie der Dreieckstransversalen Wolfgang Hafner

Geometrie der Dreieckstransversalen mit Unterstitzung durch ein
modulares Mathematiksystem im Unterricht und in der
Begabtenfdorderung am Beispiel der Geometry-Applikation der TI-
Nspire-Technologie

Einleitung

Dieser Beitrag soll am Beispiel der Dreieckstransversalen aufzeigen, wie die Applikation
,Geometry“ helfen kann, das Verstandnis und die Transparenz geometrischer Zusammen-
hange zu verbessern, und auch Motivation daflr sein, vielfaltige diesbezligliche Anwendun-
gen fUr den eigenen Unterricht zu erarbeiten.

Vieles liegt auf der Hand. So kann man mit dem dynamischen Geometriemodul die Lésung
des zu behandelnden Problems Schritt fur Schritt entwickeln. Man kann unterschiedliche
Perspektiven nutzen, um einen Zusammenhang besser zu durchdringen und ohne gréR3eren
Aufwand unterschiedliche Falle gegenuberstellen. In diesem Beitrag betrifft dies unter ande-
ren die Frage, wie sich der betrachtete Sachverhalt bei spitz-, stumpf- und rechtwinkligen
Dreiecken darstellt. Das geht mit dynamischer Geometrie effizient und sehr anschaulich.
Sicher darf man die Arbeit auf Papier mit Zirkel und Lineal und eventuell auch dem Geodrei-
eck nicht vernachlassigen. Die Arbeit mit beiden Moéglichkeiten sollte sich eher erganzen und
beide Arbeitsweisen sollten voneinander profitieren.

Zu den Vorteilen der Nutzung dynamischer Geometriesoftware gehéren z.B. auch, die Mog-
lichkeit einer unkomplizierten Fehlerkorrektur, was zu einer zielgerichteten Lernarbeit im
Unterricht beitragt, oder auch die Moglichkeit Objekte aus- und einblenden zu kénnen, womit
man mehr Ubersichtlichkeit erreichen kann.

Im Beitrag werden nach einigen Hinweisen zur Nutzung des Geometriemoduls Aufgaben fir
Schilerinnen und Schiiler formuliert, deren Losung ganz oder teilweise erortert wird. Gleich-
zeitig wird durch die Beispiele gezeigt, wie man die Problematik der Dreieckstransversalen in
verschiedenen Klassenstufen und Stoffgebieten zur Wiederholung und fiir vielfaltige Ubun-
gen nutzen kann bis hin zur Vektorrechnung und Analytischen Geometrie in der Oberstufe.
Die anspruchsvollsten Beispiele kann man wohl nicht im Unterricht nutzen, aber vielleicht ja
im Bereich der Begabtenférderung.

Mit Absicht erfolgt deshalb die Besprechung des Fermatpunktes im letzten Abschnitt, der
dann auch etwas umfangreicher ausfallt.

Hinweise zur Nutzung der Geometry-Applikation

Es ist sicher notwendig, sich mit den Mdglichkeiten der Applikation ,Geometry“ vertraut zu
machen. Hier kdnnen die zur Verfugung stehenden Handblcher gut helfen. Neben den viel-
faltigen Moglichkeiten geometrische Objekte zu erzeugen und Konstruktionen durchzufiih-
ren, gibt es weitere fir die Arbeit interessante Gesichtspunkte.

Bei der Arbeit im Geometriemodul lassen sich beispielsweise zusatzlich zu den Dokument-
einstellungen weitere, nur das Modul betreffende, Einstellungen vornehmen. Es lassen sich
Texte einfugen, Messwerte als Variable speichern, mathematische Terme, die als Text vor-
geben sind, berechnen und, wie oben schon erwahnt, Objekte aus- und wieder einblenden.
Aul3erdem sollte man die Moglichkeiten Objekte unterschiedlich darzustellen (Farbwahl, At-
tribute) nutzen.
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Wichtig erscheint mir noch darauf hinzuweisen, dass die Konstruktionsmaéglichkeiten mit der
Software, Schilerinnen und Schiler dazu verleiten konnte, wichtige Grundkonstruktionen mit
Zirkel und Lineal, wie das Konstruieren der Mittelsenkrechten, der Winkelhalbierenden das
Fallen eines Lotes usw., zu vernachlassigen. Das gilt es zu verhindern.

Beispielaufgaben aus der Schulmathematik und fir die Begabtenférderung

Die Losungen der Aufgaben kdnnen, wenn den Schilerinnen und Schuler noch kein eigenes
MMS zur Verfugung steht, auch gemeinsam im Unterricht am interaktiven Whiteboard erar-
beitet werden.

Teil 1. Aufgaben aus dem Stoffgebiet Gber Dreieckstransversalen

Schnittpunkt der Mittelsenkrechten - Umkreis

Aufgabe:

Auf einer Geometry-Seite ist ein Dreieck ABC und ein Punkt P gegeben, der von den Eck-

punkte A und B den gleichen Abstand hat.

a) Zeichne die Strecken mit diesem Abstand ein.

b) Charakterisiere das Dreieck ABP.

c) Erklare, auf welchem geometrischen Ort alle Punkte liegen, die jeweils den gleichen
Abstand von A und B haben.

d) Erklare und begriinde, wie man den Punkt findet, der von allen Eckpunkten des
Dreiecks ABC gleich weit entfernt ist.

e) Konstruiere einen Kreis, der alle Eckpunkte enthalt.

Wahrend der Beantwortung der Fragen sollten folgende Geometry-Seiten entstehen:

}E\q
V.
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Danach werden die Begriffe Umkreis und Umkreismittelpunkt erklart und es wird die Er-
kenntnis formuliert, dass sich die Mittelsenkrechten der Dreieckseiten in einem Punkt, dem
Umkreismittelpunkt des Dreiecks, schneiden.

Zuletzt sollte die Konstruktion mit allen Mittelsenkrechten, sowohl mit Hilfe der Geometry-
Applikation als auch mit Zirkel und Lineal (eventuell auch mit dem Geodreieck) auf Papier
erfolgen. Die Geometry-Seite ist dann auch geeignet, die Lage des Umkreismittelpunktes
fur spitz-, strumpf- und rechtwinklige Dreiecke zu diskutieren.

a=70°

a=00° a=110°

Schnittpunkt der Winkelhalbierenden - Inkreis

Aufgabe:

Auf einer Geometry-Seite ist ein Dreieck ABC und ein Punkt P gegeben, der von den
Seiten AB und AC den gleichen Abstand hat.

a)
b)
c)
d)

e)

Zeichne diese beiden Abstande (Strecken PL und PR) ein.

Charakterisiere die Dreiecke APR und APL und vergleiche sie.

Nenne den geometrischen Ort aller Punkte, die von den Strecken AB und AC jeweils
den gleichen Abstand haben.

Erklare und begriinde, wie man den Punkt findet, der von allen Dreiecksseiten den glei-
chen Abstand hat.

Konstruiere einen Kreis, der die Seiten des Dreiecks ABC in jeweils genau einem
Punkt berlhrt.

Die Beantwortung der Fragen wird dabei durch folgende Konstruktionen unterstutzt.
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Danach wird erdrtert, warum sich die Winkelhalbierenden in genau einem Punkt, dem In-
kreismittelpunkt, schneiden.

Eine nochmalige Konstruktion auf einer Geometry-Seite mit allen Winkelhalbierenden ist
angebracht, auch die Konstruktion mit Zirkel und Lineal.
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Nach meiner Auffassung sollte man es nicht versaumen, bei der Behandlung der Kreislehre
den Zusammenhang zu Um- und Inkreis von Dreiecken herzustellen, insbesondere zu
Kenntnissen Uber Tangenten, Berlhrungspunkt, Berihrungsradius und den Satz des Thales.

Hohenschnittpunkt

Aufgabe:

a) Zeichne ein Dreieck ABC und zu jeder Dreieckseite eine parallele Gerade durch den
gegenuberliegenden Eckpunkt des Dreiecks. Die Schnittpunkte der Parallelen sind
die Eckpunkte des Dreiecks DEF.

b) Es existieren dann insgesamt 4 Teildreiecke. Charakterisiere diese Teildreiecke und be-
weise deine Aussagen.

c) Konstruiere die Geraden, auf denen die drei Hohen des Dreiecks ABC liegen.
Stelle eine Vermutung auf und beweise sie. Achte dabei auch auf das Dreieck DEF.

Man erhélt folgende Konstruktionen, die bei der Losung der Aufgabe helfen.

A & 2

E
F\ N e

Die Geraden, auf denen die Hohen des Dreiecks ABC liegen, sind die Mittelsenkrechten
der Seiten des Dreiecks DEF. Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkt, also auch die Hohen.
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Zuletzt fertigen wir wieder eine auf das Wesentliche beschrankte Zeichnung, auch auf
Papier an.

Mithilfe der Konstruktion auf der Geometry-Seite untersuchen wir auch wieder die Lage

des Schnittpunktes der Héhen bzw. ihrer Verlangerungen bei spitz-, stumpf- und rechtwinkli-
gen Dreiecken.

(
LN

Bei stumpfwinkligen Dreiecken erhalt man den Schnittpunkt, wenn man die Hohen Uber die
HohenfulRpunkte hinaus verlangert.

Der Schnittpunkt der Hohen eines Dreiecks bzw. ihrer Verlangerungen wird kiinftig stets ein-
fach mit ,Héhenschnittpunkt' bezeichnet.

Schnittpunkt der Seitenhalbierenden

Aufgabe:

a) Teste mit Hilfe der Geometry-Applikation folgende Annahme:
Eine Seitenhalbierende eines beliebigen Dreiecks teilt eine andere Seitenhalbierende
desselben Dreiecks in einem konstanten Verhéaltnis. Finde heraus um welches
Verhaltnis es sich handeln kdnnte.

b) Beweise unter der Voraussetzung, dass die in a) ermittelten Hypothesen wabhr sind, fol-

genden Satz:
Die Seitenhalbierenden schneiden sich in genau einem Punkt.
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b

A

zu b) Die Seitenhalbierende CF teilt BE ebenfalls im Verhaltnis 2:1. Deshalb liegt S auch auf
CF.

Teil 2: Festigung und Vertiefung in verschiedenen Stoffgebieten; Begabtenfor-
derung

Die nachfolgend dargestellten Problemstellungen kénnen in den Stoffgebieten behandelt
werden, in denen die notwendigen Kenntnisse zur Problemlésung bereitgestellt wurden.
Damit hat man dann weitere Ubungen zum laufenden Stoffgebiet zur Verfiigung und wieder-
holt gleichzeitig Aspekte zu Dreieckstransversalen.

Stoffgebiet: Flacheninhalt von Dreiecken

Aufgabe:

Begriinde folgende Aussage:

Der gemeinsame Schnittpunkt der Seitenhalbierenden eines Dreiecks ist dessen Schwer-
punkt.

Tipp: Finde heraus, was die Teildreiecke gemeinsam haben, in die eine Seitenhalbierende
das Dreieck teilt.

Die beiden Teildreiecke haben den gleichen Flacheninhalt, denn durch die Halbierung
einer Seite hat man zwei gleich grol3e Grundseiten und die gleiche Hohe auf diese.

Damit liegt der Schwerpunkt auf der Seitenhalbierenden. Da dies auch fiir die anderen Sei-
tenhalbierenden gilt, ist der gemeinsame Schnittpunkt der Schwerpunkt des Dreiecks.

Wolfgang Hafner
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Aufgabe:
Beweise, dass das Verhdltnis der Langen zweier Hohen reziprok zum Verhéltnis der Langen
der zugehorigen Seiten ist.

1 1 1
A=§-c hc_f b-hb=§ a-hg
a-hy,=b-hy=c-h,

S w_a he_a b_he

hge b hy, ¢ ¢ h

Stoffgebiet: Strahlenséatze, Ahnlichkeit von Dreiecken

Aufgabe:

Nutze Deine Kenntnisse Uber Strahlensatze bzw. dhnliche Dreiecke, um zu beweisen,
dass sich die Seitenhalbierenden eines Dreiecks in einem Punkt im Verhaltnis 2:1 schnei-

den.
1

=

Daraus folgt, dass DE und AB parallel sind (Strahlensatzum-
. ¢ 1 .

kehrung), und weiter, dass ST, gilt.

Ol O
&l &l

Da D und E Seitenmittelpunkte sind gilt g =

Weiterhin gilt:

4BAS = 4DES (Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen)
4ASB = ADSE (Scheitelwinkel)

Damit sind die Dreiecke DSE und ABS &hnlich,

woraus folgt, dass % = 5 = % gilt.

Die Seitenhalbierenden schneiden sich also im Verhaltnis 2:1.
Da die Seitenhalbierende CF die beiden anderen ebenfalls in
diesem Verhaltnis teilt,

geht sie auch durch den Punkt S.
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Kreislehre (Satz des Thales, Sehnenviereck)

Aufgabe:

Die Punkte D, E und F seien die HohenfuB3punkte des spitzwinkligen Dreiecks ABC.
Beweise, dass die Hohen im Dreieck ABC Winkelhalbierende im Dreieck DEF sind.
Demonstriere mit Hilfe der Geometry-Applikation, dass dies auch in stumpfwinkligen Drei-
ecken gilt.

Da die Dreiecke ABFA und ABEA rechtwinklig sind, liegen die Punkte E und F auf dem Tha-
leskreis mit dem Durchmesser AB. Damit ist ABEF ein Sehnenviereck in diesem
Kreis.

Analog kann man zeigen, dass BDFC ein Sehnenviereck im Kreis mit dem
Durchmesser BC ist.

Es sei «ABC = . Dann gilt xAFE = «<DFC = 180° — f3.

Daraus folgt *EFC = «DFA = 180° — (180° — ) = S und dann weiter

ABFE = «BFD =90° — (.

Damit ist BF Winkelhalbierende im Dreieck DEF.

Analog erhalt man, dass EA und DC Winkelhalbierende in diesem Dreieck sind.
Die Hohen im Dreieck ABC sind die Winkelhalbierenden im Dreieck DEF.
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Stoffgebiet: Ahnlichkeit von Dreiecken

Aufgabe:

Mit Hilfe des Hohenschnittpunkts lassen sich auf jeder Hohe jeweils zwei Strecken
betrachten.

Eine Strecke habe die Endpunkte Hohenschnittpunkt und Eckpunkt des Dreiecks,

die andere die Endpunkte Hohenschnittpunkt und HohenfuRpunkt. Das Produkt der Langen
dieser beiden Strecken ist bei allen H6hen gleich.

(Die Rechtecke mit den entsprechenden Seitenlangen haben den gleichen Flacheninhalt.)
Beweise diesen Zusammenhang fur spitzwinklige Dreiecke. Nutze die Abbildung und deine
Kenntnisse tber ahnliche Dreiecke.

Wie diese beiden Abbildungen zeigen, kann man auch erst einmal experimentieren.
Wie man sieht, funktioniert das auch bei stumpfwinkligen Dreiecken.

50.8 cm?
29.4 cm? 50.8 cm?
20.4 cm? 0.8 em?
29.4 cm?

7 A

Die gleichgefarbten Dreiecke sind ahnlich, da am Hohenschnittpunkt Scheitelwinkel
entstehen und jedes Dreieck rechtwinklig ist.

AS SC .
AADS~ACES = —==— = AS:-SE=DS-SC

DS~ SE

BS SC -
ADBS~ACFS = =:S:F = BS-SF=DS-5C

= AS-SE=DS-SC=BS-SF
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Strahlenséatze, Ahnlichkeit von Dreiecken, zentrische Streckung,
gleichschenklige Trapeze als Sehnenvierecke, Winkel an geschnittenen Parallelen

Feuerbachkreis

Aufgabe:

Fuhre die Konstruktionen mit Hilfe der Applikation Geometry aus.

a) Zeichne ein Dreieck AABC und konstruiere dessen Umkreis und alle Seitenmittelpunkte.

b) Konstruiere die Hohen, den Hohenschnittpunkt H und die Héhenful3punkte.

c) Konstruiere die Mittelpunkte zwischen den Eckpunkten und dem Hohenschnittpunkt H.
(Diese nennt man auch Euler-Punkte.)

d) Der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks sei U. Konstruiere den Mittelpunkt M der
Strecke UH.

e) Zeichne um M einen Kreis, der einen der Hohenful3punkte enthalt.
Diesen Kreis nennt man nach Karl Feuerbach (1800-1834) Feuerbachkreis.

f)  Das Ergebnis der Konstruktion zeigt einen allgemeinen Zusammenhang.
Formuliere ihn in einem Satz.

In einem Dreieck liegen die Seitenmitten, die HéhenfulZpunkte und die

Mittelpunkte zwischen Hohenschnittpunkt und den Eckpunkten (Euler-Punkte) auf einem
Kreis, dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt zwischen dem Umkreismittelpunkt des Dreiecks
und dem Héhenschnittpunkt ist.

g) Blende nun noch den Umkreis aus. Konstruiere das Bild des Feuerbachkreises bei einer
Streckung mit dem Streckfaktor 2 und dem Hohenschnittpunkt H als Streckzentrum.
Welchen Zusammenhang entdeckst Du?

Ist das Zentrum einer zentrischen Streckung der Hohenschnittpunkt, so erhalt man als Bild
des Feuerbachkreises bei einem Streckfaktor 2 den Umkreis des Dreiecks.
Beweis:
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Da Q und P Seitenmittelpunkte im Dreieck AABC sind gilt QP || AB und |CT| = |TF]|.
(1. Strahlensatz und seine Umkehrung).

AulRerdem gilt nach Kongruenzsatz SWS, dass APTF = APTC.

Da CF Hohe auf AB ist und QP || AB gilt, folgt |<PTC| = |«PTF| = 90°.

AuRerdem ist PT Seite in beiden Dreiecken und CT und TF sind gleich lang.

Damit ist dann |CP| = |PF| = %lﬁl.

AuBerdem ist QR || BC, weil auch Q und R Seitenmittelpunkte sind. Daraus folgt
[QR] [ﬁ1ll—R 1 =21 < IPF

501~ Tag] ~ 2“0 [QR1 = 3[BT = [PF,

Das heil3t PQRF ist ein gleichschenkliges Trapez und damit eine Sehnenviereck, hat also
einen Umkreis. Mit den drei Seitenmitten P, Q und R liegt auch der H6henful3punkt F auf
einem Kreis.

Analog kann der Zusammenhang auch fur die HohenfuBpunkte E und D gezeigt werden.

Dies wird in den nachsten Bildern veranschaulicht.

Da es zu drei Punkten genau einen Umkreis gibt, liegen demnach die Seitenmitten
und die HohenfuRBpunkte auf ein und demselben Kreis.

Wie in den nachfolgenden Bildern ersichtlich, hat das Dreieck AABH die gleichen
HoéhenfulRpunkte wie Dreieck AABC. Das Dreieck AABH hat aulR3erdem die Seitenmitten
N und K, die im Dreieck AABC zwei Euler-Punkte sind.

Damit liegen also auch die Euler-Punkte N und Kauf dem Umkreis des Dreiecks ADEF.
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Damit liegen alle Seitenmittelpunkte, alle Hohenful3punkte und alle Euler-Punkte auf ein und
demselben Kreis, dem Feuerbachkreis.

Wegen |HA|=2 - |HN|, |HB| = 2- |HK| und |HC| = 2 - |HL| folgt, dass bei einer zentrischen
Streckung mit dem Streckzentrum H und dem Streckfaktor 2 die Eulerpunkt N, K und L auf
die Eckpunkte A, B und C abgebildet werden. Deshalb wird bei dieser Streckung der
Feuerbachkreis auf den Umkreis des Dreieck ABC abgebildet und der Mittelpunkt des
Feuerbachkreises ist der Mittelpunkt zwischen H und dem Umkreismittelpunkt U.

(siehe Abbildungen am Beginn des Abschnitts)
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Eulersche Gerade

Aufgabe:

Auf einer Geometry-Seite ist ein Dreieck und auRerdem der Schnittpunkt der
Seitenhalbierenden, der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der Seiten und der
Hoéhenschnittpunkt dieses Dreiecks gegeben.

Andere das Dreieck und beobachte dabei die drei Punkte.

Formuliere Deine Erkenntnis in einem Satz.

Die Schnittpunkte der Seitenhalbierenden, der Mittelsenkrechten der Seiten und der
Hohenschnittpunkt eines Dreiecks liegen stets auf einer Geraden.

Diese Gerade nennt man Eulersche Gerade.
Aufgabe:
In einem Dreieck sei S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden, M der Schnittpunkt der

Mittelsenkrechten der Seiten und H der Hohenschnittpunkt dieses Dreiecks.

a) Konstruiere mit Hilfe der Geometry-Applikation die Punkte M, H und S und
demonstriere, dass die Strecke HM durch S im Verhaltnis 2:1 geteilt wird.

b) Beweise diesen Zusammenhang.

c 9.23cm
4.62cm

4.53 cm
2.27 cm

&
o |2
b
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Beweis:

Da F und G Seitenmittelpunkte von AC und AB sind, folgt FG || BC und |BC| = 2 - |FG|.
(MF L AC)A(BD L AC) = MF | HB
(MG L AB)A(CE L AB) = MG || HC

Wegen der Parallelitat und der entgegengesetzten Gerichtetheit der Schenkel ergeben sich
folgende homologe Winkelpaare.
|«FMG| = |«BHC| und |&FGM| = |«BCH]|

Damit ist ACBH~AGMF und da auch |BC| = 2 |FG| gilt, folgt |CH| = 2 - |GM|.

Der Schnittpunkt der Geraden HM und CG sei S'. Zu beweisen ist, dass S und S’ identisch
sind.

Die Dreiecke AGMS’ und ACHS' sind ahnlich, denn «GMS' und «S'HC sind Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen und «<MS'G und «<HS'C Scheitelwinkel.

Da |CH| = 2 - |GM| gilt, ist auch |HS'| = 2+ |S'M| und |CS’| = 2 [S"G|, d.h. die
Seitenhalbierende CG wird durch S’ im Verhaltnis 2:1 geteilt. Da S Schnittpunkt der
Seitenhalbierenden ist, teilt S die Seitenhalbierende CG ebenfalls im Verhaltnis 2:1, also sind
S" und S identische Punkte und die Strecke HM wird von S ebenfalls im Verhéltnis 2:1 geteilt.
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Teil 3: Vektorrechnung und Analytische Geometrie

Die Konstruktionen mit der Geometrie-Applikation dienen bei den nachsten vier
Aufgaben vorrangig dazu, die Vorgehensweise plausibel und transparent zu machen.

Aufgabe:
Weisen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung nach, dass sich in einem Dreieck die Hohen
bzw. deren Verlangerungen in einem Punkt schneiden.

=|

S

al

Wir betrachten zuerst die Hohen durch die Punkte C und B.

CH=%-b
Wegen CH L Zgiltéo (¥ —b) =CoX—Cob =0,
BH=x%-2¢

Wegen BH L b giltho (¥ —&) =boX—Cob = 0.

(ox—cob)—(boX—Eob)=0
CoX—boX=0
#0(¢—b)=%cCB=0 = XZL1CB
Damit geht auch die dritte Hohe durch H.
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Aufgabe:
Weisen Sie mit den Mitteln der Vektorrechnung nach, dass sich die
Seitenhalbierenden in einem Punkt im Verhaltnis 2:1 schneiden.

C C
E > E
b b
F F
B B
¢
S D D

A ¢ A

BC=b-¢ AS+SD =3¢
— — 1

r-AE +t CD=§E

s (B-d)) 4t ( E+1*)—1*
T c > Cc 2C —2C
L et Bt B4otei=ng
2T Cc 27" > C—2 C
e B—tB=si—fre-lic
> —2 c ZT C > Cc
(1 t) p =1 (1 t)-¢
27" > r C
Wegen (b # 3) A (% 3) A (b & ©) gilt
Er—t=
l1—-r—t=
r=2t
1-3t=
£= o 2 a5 = 2.4, C3 cD
I — = — . — —

3 73 3 A
AulRerdem gilt
BF=—¢+2-bh undBS =—1¢-1 CD———C—— ( b+— )=—3-E+1-B.

2 2 3 3

Wegen%-ﬁ = —% +
BF.
Insgesamt folgt:

Die Seitenhalbierenden schneiden sich im Punkt S und teilen einander im Verhéaltnis
2:1.
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Aufgabe:
Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes der Seitenhalbierenden bei
gegebenen Eckpunktskoordinaten.

c

A

A(xalyalza);  B(xglyglzg); C(xclyclze) O seider Koordinatenursprung.

E(xB +Xc | Y+ Yc ZB+ZC>

2 A 2 2
0—S)=O_A)+§E}

xB+xC xB+xC 2 XA+XB+XC
— X4 xA+ — =Xz
x4 3 3 3
0% = 2 J’c | }’B+3’c 2 | _|yatys+yc|
va|+3 - | = ~ 57 | =
Zy 3 3 3 3
zB+zC_Z/ Zg+ 2z, 2 / Zy+Zp + Z¢
2 4 Za 3 374 3
S(xA+xB+xC Va+yVg+Yc ZA+ZB+ZC)
3 3 3

Noch einmal Eulersche Gerade mit den Mitteln der Analytischen Geometrie

Aufgabe:

Der Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden, der Schnittpunkt M der Mittelsenkrechten der
Seiten und der Hohenschnittpunkt H eines Dreiecks liegen auf einer Geraden und S teilt die
Strecke HM im Verhaltnis 2:1.

Beweisen Sie diesen Sachverhalt mit den Mitteln der Analytischen Geometrie.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit I&sst sich jedes Dreieck so in ein Koordinatensystem
legen, dass zwei Eckpunkte auf der x-Achse liegen und der dritte Eckpunkt Element des
positiven Teils der y-Achse ist. (siehe Abbildung)

Wolfgang Hafner
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v X

L A4(x,10) B(xz]0)

Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden hat dann folgende Koordinaten:

Xat+Xp  Yc
S5 1%)
3 | 3

Ermittlung des Hohenschnittpunktes
Zuerst ermittelt man die Gleichung einer Geraden h, die auf der Hohe liegt, die im Punkt A
beginnt:

: : , - _ (Ve o2 mr = (Y€ (TFB) =
Diese Gerade hat;men Richtungsvektor a = (XB)’ dennesgilt aoBC = (XB) ( Ve ) =
Lz (XA e
=)+ (5
Da der gesuchte Hohenschnittpunkt H auf der y-Achse liegt, erhalt man diesen durch

folgende Rechnung:
xH:O:xA“l‘t'yC
X

t=-2
XA Xp " Xp
_o+(——) Xg = —
YH X _%C’c 5 Yc
Hlol -2
Yc

Ermittlung des Schnittpunktes M der Mittelsenkrechten der Dreieckseiten:
Fur die Mittelsenkrechte von 4B gilt:

_ X4 + Xp
== B
Eine Gleichung der Mittelsenkrechten von BC lautet:
XB
. [ 2 (Ve
¥ =y +t (xB)
2
Daraus folgt:
XptXp Xp ; N t—xA
2 2t ~ 2y,
Yc Xa
-_—— + —_—
Ym 2 " 2y, Xp
X4+ x Xg4 X
M( A B | Yc | Xa B)
2 2 2y¢
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Es gilt weiter
X4 + Xp Xq+Xp X4+ xp X4 + Xp
e — 3 ) T — 2 3 _ 6
HS = Yo XX |’ SM = Ye *aXs Yo |\ ve  Xaxs
3 Ve 2 2y, 3 6 2y,
X4 + Xp
_— _ 3 _ —_—
2-SM Yo  Xa'xp |~ HS
3 Ye

Daraus folgt, dass die Punkte H, S und M auf einer Geraden liegen und S die Strecke HM
im Verhaltnis 2:1 teilt.

Der Fermatpunkt

Satz von Viviani:

Die Summe der Absténde irgendeines Punktes aus dem Inneren eines
gleichseitigen Dreiecks von den Seiten des Dreiecks ist eine Konstante, die
Hohe des gleichseitigen Dreiecks.

u=7.47 em
v=5.25¢cm
w=2.24dcm

U+v+w=1g
h=15¢cm

B

Die linke Abbildung zeigt, dass man durchaus ein wenig experimentieren sollte, so dass der
Satz vor dem Beweis selbst formuliert werden kann.

Der Beweis erfolgt dann tber die Flacheninhalte des Dreiecks AABC und der farbig
dargestellten Teildreiecke.

1 h—l +1 +1
2a —Zauzawzav
1 h—1 (u+v+w)

2a —Zauvw
h=u+v+w
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Fur die nachste Aufgabe muss die Ausgangssituation als Dokument vorgegeben werden.
Dazu muss die fertige Konstruktion und die Berechnung der Abstandssumme

erfolgen (siehe Lésung der nachste Aufgabe). Zusatzlich wird eine Parallele zu BF
konstruiert und auf ihr ein Punkt P (rot dargestellt). Danach werden die Strecken BF, AE und
CD und Punkt M ausgeblendet. (siehe nachste Abbildung)

Aufgabe:

Verschiebe den rot dargestellten Punkt im inneren des Dreiecks. Versuche den Ort zu
finden, fir den die angezeigte Summe der Absténde dieses Punktes von den Eckpunkten
des Dreiecks minimal wird.

Formuliere eine Vermutung dafiir, wie man diesen Punkt exakt konstruieren kann.

Hinweis: Die Aufsatzdreiecke AADB, ABEC und AACF sind gleichseitig.

Vermutung:

Innerhalb des Dreiecks AABC befindet sich genau ein Punkt, der Fermatpunkt M, flr den
die Summe seiner Abstande zu den Eckpunkten des Dreiecks minimal ist.

Man findet diesen Punkt durch folgende Konstruktion:

Zuerst werden gleichseitige Aufsatzdreiecke zu jeder Seite des Dreiecks AABC konstruiert.
Der Schnittpunkt der Strecken CD, AE und BF ist der gesuchte Punkt M.

© Texas Instruments Education Technology 2024 Seite 21



Geometrie der Dreieckstransversalen Wolfgang Hafner

Diese Konstruktion funktioniert jedoch nur, wenn die Strecken CD, AE und BF jeweils eine
Seite des Dreiecks AABC schneiden.

Ist also 0.B.d.A. |<ACB| > 120°, so ist |<ACE| > 180° und AE geht durch C oder verlauft
ganz aul3erhalb der Dreiecks AABC. Damit liegt M nicht innerhalb des Dreiecks AABC.

E E

60°
-, 120°

140°
A" B A% B

Deshalb wird vorausgesetzt, dass das Dreieck AABC nur Innenwinkel besitzt,
die kleiner 120° sind.

Beweis:
Teil 1: Es ist zu beweisen, dass sich €D, AE und BF in einem Punkt schneiden.

Es sei M der Schnittpunkt der Strecken €D und BF.

Zeigt man, dass |<EMA| = 180° gilt, so geht die Strecke AE ebenfalls durch M und die
Strecken CD, AE und BF schneiden sich im Punkt M.

Nach dem Kongruenzsatz SWS gilt AABF = AADC.

Begrindung:

In beiden Dreiecken schlie3en die Seiten b und c einen gleich grof3en Winkel ein,
denn es gilt: |*DAC| = |<BAF| = [¥BAC][ + 60°

Wegen AABF = AADC folgt |«CDA| = |&FBA|.

Aus der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes folgt dann, dass «MDA und <MBA

Peripheriewinkel Gber der Sehne AM des Kreises durch die Punkte 4, D, B und M sind.
ADBM ist also ein Sehnenviereck und wegen |«BDA| = 60° gilt | *xAMB| = 180° — 60° = 120°.
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Da |%EBC| = 60° und die Winkel <EBC und <EMC Peripheriewinkel tiber der Sehne CE,
sind, folgt [<XEMC| = 60°.
Damit erhdlt man |XEMA| = |REMC| + |*CMA| = 60° + 120° = 180° g.e.d.
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Beweis Teil 2;

Es ist Folgendes zu beweisen:

Ist P ein Punkt innerhalb des Dreieck AABC und P += M, so gilt

|[MA| + |MB| + |MC| < |PA| + |PB| + |PC]|.

Auf den Geraden MA, MB und MC wird jeweils in den Punkten A, B und C eine Senkrechte
errichtet. Diese schneiden sich in den Punkten U, V und W.

Dass [«CMA| = 120° gilt, wurde bereits im ersten Teil des Beweises gezeigt.
Also gilt wegen der Winkelsumme in Vierecken:
[XCWA| = 360° — (|XCMA| + |SWAM| + |<WCM]) = 360° — (120° + 90° + 90°) = 60°

Analog erhélt man [«CVB| = 60° und wegen der Winkelsumme im Dreieck dann auch
[«WUV| = 60°. Da jeder Innenwinkel im Dreieck AUVW 60° betrégt, ist dieses Dreieck
gleichseitig.

P sei ein von M verschiedener Punkt innerhalb des gleichseitigen Dreiecks AUVW und
|PE|, |PF| und |PG| die Abstdnde des Punktes P von den Seiten des Dreiecks AUVW.

Nach dem Satz von Viviani gilt:
|PG| + [PF] + |PE| = |MA| + |MB| + |MC]|

Da die Lange des Lotes von einem Punkt auf eine Gerade die kiuirzeste Verbindung von
Punkt und Gerade ist, gelten folgende Ungleichungen:
|PG| < |PA|, |PF| < |PB| und |PE| < |PC|
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Daraus folgt, dass |PG| + |PF| + |PE| < [PA| + [PB| + |PC] gilt.
Wegen |PG| + |PF| + |PE| = |MA| + |[MB| + |MC| erhalt man dann also auch die zu

beweisende Ungleichung |[MA| + |MB| + |MC| < |PA| + |PB| + |PC]|. g.e.d.

Quellen:
1. E. Donath, ,Die merkwurdigen Punkte und Linien des ebenen Dreiecks*
Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1969
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3. Tasja Werner, ,Der Fermatpunkt — eine Erweiterung der Schulgeometrie®, Universitat
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