Binomialverteilung — Wahrscheinlichkeiten berechnen Wilfried Zappe

Binomialverteilung — Wahrscheinlichkeiten mit dem
T1-30 X Plus MathPrint berechnen

Im Video ,Einfache Aufgaben zur Binomialverteilung® und dem
zugehdrigen schriftlichen Begleitmaterial wird ausfuhrlich gezeigt,
wie man Aufgaben vom Typ P(X = k), also eine Punktwahrschein-
lichkeit, fur eine binomialverteilte ZufallsgroRe X mit dem wissen-
schaftlich-technischen Taschenrechner TI-30 X Plus MathPrint™
l6sen kann.*

Haufig treten aber auch Sachverhalte auf, in denen Intervallwahr-
scheinlichkeiten vom Typ P(X < k), P(X = k) oder P(a < x < b)
betrachtet werden. Anhand einiger Beispiele wird im Folgenden
dargestellt, wie der TI-30 X Plus MathPrint™ in solchen Zusam- INSTRUMENTS
menh&ngen sinnvoll eingesetzt werden kann.

Grundlagen der Uberlegungen:
e Wahrscheinlichkeiten fur binomialverteilte ZufallsgréRen kénnen mit der Bernoulli-

Formel P(X = k) = (Z) -p* - (1 — p)™ ¥ berechnet werden.

e Fur Intervallwahrscheinlichkeiten wird die Summenfunktion einer Binomialverteilung

genutzt: P(X < k) =Yk, (Z) k(1 = p)nk,

Der Binomialkoeffizient (Z) gibt die Anzahl von k Treffern bei n Versuchen an. Es ist also n

die Anzahl der insgesamt durchgeflihrten Bernoulli-Versuche (Umfang der Stichprobe). Die
Zahl p steht fur die Trefferwahrscheinlichkeit und damit ist (1 — p) die Wahrscheinlichkeit, bei
einem Bernoulli-Versuch keinen Treffer zu erzielen.

Als Beispiele werden — wie im Video - Sachverhalte Uber Haarfarben untersucht. Die Haar-
farben kann man in die vier Grundkategorien schwarz, braun, blond und rot einteilen. Fir die
eine groRere Bevolkerungsgruppe setzen wir voraus, dass die Verteilung so aussieht, wie sie
in der Tabelle dargestellt wird.

Kategorie der Haar- | Anteil Binomial Distribution
farbe Based on these proportions, what is the probability in a
schwarz 8% class of 25 students that exactly 2 have red hair?
braun 78% otk B

Brown: 78%
blond 10% LBlonde: 10%
rot 4% ] Red: 4%

Beispiel 1:

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe von 25 zuféllig ausgewahlten
Schilerinnen und Schilern dieser Bevoélkerungsgruppe hdchstens drei Schiiler rote Haare
haben?

! https://www.youtube.com/watch?v=JinDEmerABE&t=25s
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Zwar sind Informationen zu vier Farben gegeben, aber man kann diese auf zwei Merkmale
reduzieren: Die Haarfarbe ist ,Rot* (4 %) oder sie ist ,Nichtrot* (96%). Wenn man noch die
Unabhangigkeit der Haarfarben unter den Schiilerinnen und Schiilern voraussetzt, kann man
dann das Modell einer Binomialverteilung fur die Haarfarbe mit den Auspragungen {rot; nicht-
rot} verwenden. Wir betrachten die binomialverteilte Zufallsgrof3e X einer Stichprobe mit

n = 25 sowie p = 0,04 und interessieren uns fur die Wahrscheinlichkeit P(X < 3).

Es gibt mehrere Wege, die Wahrscheinlichkeit P(X < 3) mit dem TI-30 X Plus zu bestimmen.

1. Weg

satregidisr]  WIr star'ten mi.t dem Vgrtgilungsmodus. Diesen STAT-REG “

2nd rufen wir auf, indem wir die Zweitbelegung der 31 invNormal
DATA-Taste (stat-reg/distr) verwenden und Ei Rgmigizgﬁ
dort mit der Pfeiltaste auf DISTR (Distribution) und 5: Binomialedf —
wechseln. —
Auf dem Bildschirm wahlen wir die Option SINGLE aus und be- Binomio.1cd¥
statigen die Auswahl mit ENTER. x: HL[Ra LIST ALL
Hinweis: Die Anwendung Binomialcdf auf dem TI-30 X Plus
MathPrint berechnet stets die Wahrscheinlichkeit P(X < k). Als i
Argument fr X muss deshalb hier der Wert 3 eingegeben werden.
Fur die Anzahl n der Versuche (TRIALS) wird 25 und fir die Er- Binomiolcds SINGLE t
folgswahrscheinlichkeit p (SUCCESS) 0.04 (Dezimalpunkt!) ein-  |resicerasoco. ol
gegeben. Der Wechsel zwischen den Zeilen wird mit der Pfeiltaste =2 CALC
vorgenommen. AbschlieRend wechseln wir auf CALC und bestati-
gen die Eingaben mit ENTER. PO S 1
Der folgende Bildschirm zeigt unter VALUE den gesuchten Wert VALUE=0.9834784249703
der Wahrscheinlichkeit an: P(X < 3) = 0,98. STORE: Nov z@abecd
SOLVE AGAIN QUIT

Fur einen spateren Vergleich speichern wir hinter STORE diesen
Wert unter der Variablen t und verlassen die Anwendung mit dem Wechsel auf QUIT und
dem Dricken von ENTER.

2. Weg

Aufgaben zur Binomialverteilung kénnen mit dem TI-30 X Plus auch direkt mit der Bernoulli-
Formel gel6st werden.

3
P(X < 3) = Z (2k5) . pk . (1 _ p)25—k
k=0

matrix | Unter der Taste MATH finden wir 5: sum und kénnen IENE NUM DMS RoP
damit das Summenzeichen aufrufen. 3Tac
math 4:»Pfactor
Hlsum(
Die Auswahl wird mit ENTER bestétigt. Der Term fir die Bernoulli-
Formel wird eingegeben. Anstelle der Variablen k muss die Variab- 3 o =
random | le X verwendet werden. Die Eingabe des Binomialkoeffi- xge[(ZS nCr =x)=*=@r
<l zienten ,25 Gber 2“ erfolgt mithilfe der nebenstehenden 0.983478425
il | Taste.

Achtung: Der Binomialkoeffizient muss in Klammer gesetzt werden!
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Ergebnis: P(X <3) = 0,98

Wilfried Zappe

DEG -

Fur einen spateren Vergleich speichern wir mit der STO-Taste diesen  |xz~ === '~ =~~~

Wert unter der Variablen b. ans-)ba' 983478425
0.983478425

3. Weg

stat-reg/dist | Wir starten mit dem Listeneditor, der mit der BEs

m DATA-Taste aufgerufen wird. In der Liste L1 wer- E_ """""""

den die nattrlichen Zahlen von 0 bis 3 eingege- 2
ben, da wir fir P(X < 3) die Einzelwahrscheinlichkeiten |31(1)=0

P(X = 0) bis P(X = 3) berechnen und aufaddieren missen.
Wir setzen fort mit dem Verteilungsmodus. Diesen rufen wir auf, indem wir die Zweitbele-
gung der DATA-Taste (stat-reg/distr) verwenden und dort mit der Pfeiltaste auf DISTR (Dis-

tribution) und 4: Binomialpdf wechseln. BEa
STAT-REG IR

_ 2T™Normalcdf

stat-reg/distr 3 Ti nvNo r-mal

2nd - -0 EXBinomialpdf

DES

x: SINGLE (Ml ALL

Nach dem Driicken der ENTER-Taste 6ffnet sich das neben-
stehende Fenster. Da wir die Wahrscheinlichkeiten mehrerer
Einzelereignisse suchen, wird LIST mit ENTER gewahlt.

Fir die Anzahl n der Versuche (TRIALS) wird 25 und fir die nﬂp; LIST T
. . . ohe

E.rfolgswahrschelnllchkelt p (SUCCESS) O.Q4 (De.2|mal.punkt!) P (SUCCESS)=0.04m
eingegeben. Der Wechsel zwischen den Zeilen wird mit der .
Pfeiltaste vorgenommen.
Der nachste BiIgIschirm wird so ausgef-UIIt,- wie es nebenste- T
hend zu sehen ist. Als xLIST lassen wir wie vorgeschlagen L1 XLIST: L2 L3

R . vy . SAVE TO: L1 L3
stehen. Unter SAVE TO wahlen wir L2 aus und bestéatigen mit
ENTER. SchlieRlich driicken wir, bei CALC angelangt, wieder CALC
auf ENTER. 5 o S e 030 7
Der folgende Bildschirm zeigt wieder die Tabelle, in der unter % gg;;;é;
L2 die Einzelwahrscheinlichkeiten fur die in L1 stehenden Wer- |3 0.059962
te berechnet wurden. L2(1)=90.360396716858

Wir wéahlen nun wieder DATA und dort OPS 4: Sum List und
bestatigen diese Wahl mit ENTER.

Da wir die Summe der Werte aus L2 brauchen, gehen wir auf
L2, bestatigen mit ENTER, gehen auf CALC und driicken wieder
ENTER. SUMLIST

CLR FORMULA [IzH
27Sort L9-Sm..
3:Sequence...
EHSum List..

DEG

SUM LIST: L1 L3
Die Summe wird auf dem néchsten Bildschirm angezeigt. Sie ist CALC
rund 0,98. _

.. - I . . . . '
Fur einen spe'lteren Vergleich speichern wir diesen Wert noch SUM OF LIST=6.983478425
unter der Variablen a. STORE: No x vzt bcd

DONE
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Vergleichen wir nun die Ergebnisse der drei Wege:

Wir rufen dazu das erste Ergebnis, das wir unter der Variablen a gespeichert
hatten durch finfmaliges Dricken der Variablentaste auf und dricken danach

clear var

yzr

gz ENTER. S RASE
\E . 9834L784j
Auf analogem Wege werden die Variablen t b D.983478425
und b aufgerufen. Alle drei Werte stimmen tberein. t B.983478425

Ergebnis: Die Wahrscheinlichkeit, dass unter 25 Schulern héchstens drei mit roten Haaren
sind, betragt rund 98%.

Man kann immer den am besten geeigneten der drei Wege anwenden.

Beispiel 2:
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter 100 zuféllig ausgewahlten Personen der Be-
volkerungsgruppe mehr als 15 blond sind?

Unter der Annahme, dass sich das Modell der Binomialverteilung anwenden lasst, ist die
Wahrscheinlichkeit P(X > 15) mit X~B;.09,10 ZU berechnen.

Die Losungsdarstellung erfolgt nun in verkirzter Form, weil sie analog zum Beispiel 1 ist.
Diese Wahrscheinlichkeit kann tiber die Beziehung P(X > 15) = 1 — P(X < 15) berechnet

werden.
Nutzt man dazu die im Beispiel 1, Weg 1 beschriebene Methode, so ergibt sich fiir
P(X < 15):
DEG DEG

Binomioa.lcdf SINGLE LlBinomialcdf SINGLE t
TRIALS=n=166 VALUE=6.960199473Y4628
p(SUCCESS)=0.1
x=15 STORE: Novyztfbcd

CALC| SOLVE AGAIN QuUIT

Wir speichern diesen Wert unter der Variablen a und berechnen nun 1 — P(X < 15):

1-a 0.039890527

Verwenden wir den Weg 2, so erhalten wir (mit relativ langer Rechenzeit):

100
> ((180 nCr x)»
x=16

0.039890527

Weg 3 ist nur Uber die Gegenwahrscheinlichkeit mdglich, da héchstens 50 Listenelemente in
der Tabellenkalkulation vorkommen kénnen. (Liste L1 kann mit SEQ unter DATA-OPS er-
stellt werden.)

DEG DEG DEG e
ﬁ EE%;%EE LIST=9.959199'-I?29t x;'im[(l@@ nCr x):p
B |- STORE: Nox v ztaflcd 0.039890527
Liaw= mm1-b 0.0839890527
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Beispiel 3:

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter 300 zufallig ausgewéhlten Personen der Be-
volkerungsgruppe mindestens 200 und héchstens 230 braune Haarfarbe haben?

Unter der Annahme, dass sich das Modell der Binomialverteilung anwenden lasst, ist die
Wahrscheinlichkeit P(200 < X < 230) mit X~B3(.9,78 ZU berechnen.

Die Losungsdarstellung erfolgt nun in verkirzter Form, weil sie analog zum Beispiel 1 ist.
Diese Wahrscheinlichkeit kann tiber die Beziehung P(X < 230) — P(X < 199) berechnet

werden.

Weg 1 mit Binomialcdf ) wird zunéchst P(X < 230) berechnet und das Ergebnis unter der
Variablen a gespeichert Dann wird mit SOLVE AGAIN P(X < 199) berechnet und dieses
Ergebnis unter b gespeichert. Die Differenz a — b ergibt dann die gesuchte Wahrscheinlich-

keit P(200 < X < 230) ~ 0,31.

DEG
Binomialcdé SINGLE
TRIALS=n=300
pP(SUCCESS)=0.78
xX=230

LIBinomialcdf SINGLE

CALC| |SOLVE AGAIN

DEG

t
VALUE=0.3093786672019

STORE: NovztMbcd
QUIT

t
TRIALS=n=300
P(SUCCESS)=0.78

x=199

CALC

DESG
Binomialcdf SINGLE
VALUE=9.000002320344087..

STORE: Novztal[lcd
SOLVE AGAIN QUIT

tlla-b ©.309376347

Weg 2 mit der Bernoulli-Formel ergibt bei relativ langer Rechenzeit:

230
5 (300 nCr x»

xX=200
0. 309376342

Weg 3 mit dem Listeneditor:

Liste L1 kann mit SEQ unter DATA-OPS erstellt werden. Liste L2 wird dann mit Binomialpdf
erstellt. Mit DATA OPS SUM LIST wird dann die Summe von L2 bestimmt.

DEG DEG DEG
EXPR IN x:x 1 I’ ------- |--=-—-—-- Binomialpdf LIST t
START %:200 201 TRIALS=n=360
END x%:230 202 p(SUCCESS)=0.78
STEP SIZE:1 263
SEQUENCE FILL L1(1)=200 $
DEG DEG DEG
Binomio 1pdé LIST t/|1266  |[ELHAHA|------- SUM LIST t
xLIST: Lz L3 201 3.362E"6 SUM OF LIST=0.3093763422..
SAVE TO: L1 L3 202 5.842E°6 STORE: Ml x yztabcd
203 9.998E-6
CALC|[L2¢1)=0.0000019058967493.. DONE

Der Weg 3 ist nur deshalb mdglich, weil weniger als 50 Listenelemente berechnet werden

mussen.

Fur alle drei Wege erhalten wir P(200 < X < 230) = 0,31.
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In den weiteren Ausfihrungen verlassen wir die oben gemachten Voraussetzungen n = 25
sowie p = 0,04 und vertiefen die Betrachtung in weiteren Beispielen.

Beispiel 4:

Die Zufallsgré3e X beschreibt die Anzahl Blonder unter 50 zuféllig ausgewéhlten Personen
der Bevolkerungsgruppe. Gesucht ist die grof3te ganze Zahl k im Intervall [0; 1; ...; K], fur die
gilt: P(X < k) <0,95.

Lésungen mit TI-30X Plus durch systematisches Probieren

Um einen einigermalRen passenden Startwert zu finden, wird zunachst der Erwartungswert
berechnet: © =50-0,10 = 5. Esist P(X < u) = 0,5, gesucht ist aber P(X < k) < 0,95.
Deshalb muss k > 5 sein. Als Startwert kdnnte man z. B. k = 7 versuchen.

DES
STAT-REG M= Binomialcdé o 1 Die Summenfunktion der Binomial-
1invNormal x: BIqNa LIST ALL verteilung aufrufen und dort
:Binomialrdf SINGLE wahlen.
EBinomialcdf i
DEG DEG ]
Binomialcdf SINGLE MIBinomialcdf SINGLE 1 Eingabe von n und p und Startwert
TRIALS=n=E6 VALUE=9.8778549165932 filr k mit x = 7. P(X < 7) ist kleiner
PUSHCCESS)=0.1 STORE: [B vz tabecd als 0,95. Mit SOLVE AGAIN neue
CALC| |SOLYE AGAIN QUIT Berechnuna veranlassen.
DEG
Binomio.lcdf SINGLE HlEinomiclcas SINGLE t
TRIALS=n=50 VALUE=0.9421327943629 Wert fir k erhdhen: x =8. P(X < 8)
P(_SBUCCESS:'“-’- ) ist kleiner als 0,95. Mit SOLVE
x= CALC gEEE‘EE ﬁ%%ls;'l ztabc QdUI'I' AGAIN neue Berechnung veranlas-
DEG DEG
Binomia.lcdf SINGLE ilBinomialcdf SINGLE t
I'(tgﬂlc'gzgs:“a 1 b Wert flr k erhdhen: x=9. P(X <9)
x=9 STORE: (R vztabcd ist der erste Wert, der gréRer als
CALC| SOLYVE AGAIN QUIT 0,95 ist.

Die groRte ganze Zahl k mit P(X < k) < 0,95 istk = 8.

Verwenden der Tabelle:

Um einen einigermal3en passenden Startwert zu finden, wird wie oben zunachst der Erwar-
tungswert u = 50+ 0,1 = 5 berechnet. Als Startwert kdnnte man z. B. k = 6 versuchen. We-
gen des kleinen Erwartungswertes muss eine Tabellierung nicht bis 50 gehen. Wir setzen als

Ende k = 15,

CLR FORMLD]E'G_Fl EXPR IN 2:% oee + Die Tabellenkalkulation aufrufen
1Sort L9-Sm.. START x:6 dort OPS 3: Sequence wahlen. Fiir

Seque Dce,,, STEPEE]?Z:IEgS die k-Wgrte wird x eingesetzt mit
:Sum List.. smuznc: FILL| | Startbeix=6.

DEG

O - |- STAT-REG B : , —

8 2TinvNormal Die Summenfunktion der Binomial-

9 4:Binomialedf verteilung aufrufen mit 00 DISTR 5

Li(1)=6 EBinomialcdf und dort LIST wahlen.
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DEG DEG

Binomialcdf UlBinomialcdé LIST t Eingabe von n =50 und p = 0,10.
x: SINGLE (¥4 ALL TRIALS=n=56
P(SUCCESS)=0.1
+ +
DEG DEG . - .

Binomio.'lc LIST t 6 0.770227 |======= Fur die x-Werte L1 wéhlen, mit [

XLIST: (Bl Lz L3 4 0.877855 bestatigen. Fur P(X < x) die Liste
SAVE T0: L1 L3 g ‘ L2 wahlen, , mit O bestatigen. Auf

CALC||L2¢3)=0.9421327943629 CALC gehen, O.

Das Durchmustern der Liste L2 fiihrt zu k = 8.

Beispiel 5:

Wie viele Personen muss man auf inre Haarfarbe mindestens untersuchen, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% mindestens eine Person mit schwarzen Haaren zu
finden?

Lésung mit TI-30 X Plus durch systematisches Probieren:

STF'T-REG DISTR stat-reg/distr 6ffnen.und mit Pfeiltaste
3tinvNormal distr 5: Binomialcdf wahlen.
4:Binomialrdf

H¥Binomialcdf

Der Befehl Binomialcdf(n,p,k) liefert immer den Summenfunktionswert fur P(X < k) einer
binomialverteilten ZufallsgrofRe X.

P(Xn;p= 1) wird zurlckgeflhrt auf 1 — P(X,,, = 0), d.h.

P(mindestens ein Schwarzhaariger) = 1 — P(kein Schwarzhaariger) =

1— P(Xn008 =0) =099, also P(Xy, 08 =0)<0,01.

DEG
Binomialcdf SINGLE plBinomia lcd#f SGLE 1 Startwert fur n festlegen, z. B. n = 10,
T?gﬂ%g;g;}ﬂa 08 VALUE=06.4343884542162 und x = 0 eingeben. Der angezeigte
P =0, Wert ist viel B.
x=0 STORE: (@ vztabcd eristviel2tgre
CALC| |SOLVE AGAIN QuUIT
DEG
Binomialcdf SINGLE MlBinomialcdf SGLE b | Auf SOLVE AGAIN gehen und einen
TRIHL3=I'I="|_0 VALUE=9.0356651724765Y groReren Wert fir n wahlen und prifen,
:‘(_SGUCCESS:"O-GB STORE: [ v ztabed ob die angezeigte Wahrscheinlichkeit
CALC| [SOLVE AGAIN QUIT Kleiner als 0.01 ist.
DEG
Binomia. lcd# SGLE HIBinomialcdf SINGLE 1 Den vorigen Schritt wiederholen mit
TRIALS=n=56 VALUE=6.009378174973804 kleineren Schrittweite, bis die angezeigte
P(SBIJCCESSFB.BB STORE: B v 2zt a b ¢ d Wahrscheinlichkeit erstmals kleiner als
x= : 1
CALC|[SOLVE AGAIN qury 201t

Man muss mindestens 56 Personen untersuchen.
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Beispiel 6:
Wie viele Personen muss man auf inre Haarfarbe mindestens untersuchen, um mit einer
Wabhrscheinlichkeit von mindestens 95% mindestens 100 Rothaarige zu finden?

Losung mit TI-30X Plus durch systematisches Probieren:

STAT-REG DPIEANE
3TinvNormal
4:Binomialedf
S¥Binomialcdf

Der Befehl Binomialcdf(n,p,k) liefert immer den Summenfunktionswert fur P(X < k) einer
binomialverteilten ZufallsgréRe X.

Hier ist der Wert fiir n gesucht, so dass P(X,, g4 = 100) > 0,95.

Dies ist gleichbedeutend mit 1 — P(X,, g 04 < 99) = 0,95.

Daraus folgt P(Xp; 0,04 < 99) < 0,05.

Wir andern n so lange, bis diese letzte Ungleichung erstmals erflillt ist. Da p relativ klein ist,
muss n vermutlich recht groR sein.

DES DEG
Binomialcdf SINGLE LlBinomio.lcdf SINGLE 1 Wir starten mit n = 1000. Der angezeigte
TRIALS=n=1000 VALUE=1 Wert ist zu groR.
P(SUCCESS)=0.0Y4 Also wird n vergréRert.
x=99 STORE: (E vztabcd
CALC| SOLVE AGAIN QUIT
DEG DEG
Binomialcdé SINGLE LilBinomialcde SINGLE t Wir probieren mit n = 3000. Der ange-
TRIALS=n=3660 VALUE=6.6255615Y4151963 zeigte Wert ist zu Klein.
p(SUCCESS)=0.9Y4 Also wird n verkleinert.
x=99 STORE: [y ztabcd
B S0LVE AGAIN QuUIT
DEG DEG
Binomialcdf SINGLE HIBinomialcdf SINGLE t
TRIALS=n=2916 VALUE=6.049941Y432E01439
P(SUCCESS)=0.0Y4
%=99 STORE: [ vztabcd
CALC) I QUIT
DEG DEG
Binomialcdf SINGLE lEBinomialcdé SINGLE 1
TRIALS=n=2915 VALUE=9.05032161786509
P(SUCCESS)=0.04
x=99 STORE: (B vztabcd
I SOLVE AGAIN QUIT

Man muss mindestens 2916 Personen untersuchen.
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