Arbeta med CAS - tangent given och
funktion okand

| denna aktivitet sa utnyttjar vi nagra av TI-Nspire’s
CAS-funktioner for att I16sa ett ganska svart problem. |
Nspire-dokumentet gar vi i flera steg och i detalj
igenom hur man kan l6sa problemet. Detta dokument
ar tankt som l6sningsmall for larare. Vissa elever kan
sakert |6sa problemet utan nagon hjalp medan de
flesta sakert behover hjalp med tips i flera steg.

Arbeta med CAS - finna funktioner uftifrén en
diven tangent

| det problem vi gar igenom i detta dokument, och som
handlar om att finna andragradsfunktioner som matchar en
tangent, sa tar vi upp hur man kan arbeta symboliskt med
olika berakningsverktyg. Funktionerna som vi inte kanner till

kan da skrivas pa formen a-x2+b-x+c. Problemet ar ténkt
som inspiration for dig som vill ldra dig mer hur man kan
arbeta med CAS, dvs symbolhanterande verktyg!

Sa har lyder problemet

Tangenten i en viss punkt pa en andragradskurva
ar given men vilken ar funktionen?

En tangent till en andragradsfunktion har ekvationen
y=-x-1. Tangeringspunkten har koordinaterna

(2, =3). Bestam funktioner som uppfyller villkoren
ovan.

Det har ar ju tvartom som det ‘brukar vara. Ofta
ka&nner man funktionen och ska bestdmma nagot om
tangenten. Kan det vara sa att det finns flera
funktioner som uppfyller villkoret?

Se till att eleverna verkligen forstar problemet. Man
kan bdrja med att rita upp tangenten och tangerings-
punkten och sedan dra en andragradsfunktion och
forsoka passa in den sa att det ser ut som den har
tangenten y=-x-1i punkten (2, -3). Borja da med att
mata in funktionen y=x* och sedan kan du ”dra” i

kurvan sa att det ser ut som linjen &r en tangent i den
givna punkten.

| nésta spalt har vi plottat tva kurvor som ungefar
passar in. Man inser alltsa snabbt att det finns flera
moijliga funktioner.

Problemet nu ar att hitta ett allmént och exakt uttryck
for funktioner som passar in.

Genom att I6sa ekvationen nedan far man ett uttryck
som ska ha vardet 2 (x-koordinaten for tangerings-
punkten). Har har vi alltsa utnyttjat CAS-funktionen
solve for att I6sa ekvationen. For att eleverna ska
kdnna igen sig sa kan man skriva om den som

2+b+1-x+c+1=
a a

X 0

Funktionen, som vi kallar y=a-x2 +b-x+c, och tangenten
y=-x-1 har en gemensam punkt, ndmligen (2, -3). Har kan
vi stilla upp en ekvation fér att finna ett uttryck for
x-koordinaten fér skamingspunkten. Vi ldser sedan
ekvationen med funktionen solve.

Observera att ordningen pa termerna i l6sningarna &r
annorlunda &n sa som de brukar presenteras i ldrobécker och

formelsamlingar.
J (b+1)2-4-2-(c+1) -b-1
0

2-a

- (\/m +b+1)

2:a

solve(a-x2+b-x+c=-x—1,x) " Xx= r

Lésningen pa forra sidan ger mycket information. Eftersom linjen och
kurvan tangerar varandra sa har vi en dubbelrot, dvs. uttrycket
under rottecknet i l6sningarna har vérdet noll.

Vihar da (b+1) 2-4-a-(c+1)=C» (b+1)2-2a=(c+1)=0 (1)

Eftersom rotuttrycket har véardet noll sa vet vi da att
-b-1

=2 som kan skrivas
2-a

_ )

a @)
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Ga igenom med eleverna varfor uttrycket under rot-

tecknet maste vara noll nar vi har en tangeringspunkt.

Samtidigt vet vi ocksa att uttrycket utanfor rottecknet
maste ha vardet 2.

Pa sid 5 visas att man med hjalp av derivata ocksa kan

komma fram till uttrycket a :—%.

Nu har vi tva ekvationer. Den tredje ekvationen far vi
genom att satta in koordinaterna (2, 3) i andragrads-
uttrycket.

Vi kdnner ocksa till y-koordinaten fér tangeringspunkten. Den
informationen kan vi ocksa utnyttja. Vi sétter in vardena pa x- och

y-kooordinateni uttrycket y=a-x2 +b-x+c. Vifar da:
a-22+b-2+c=-3» d-a+2-b+c="3 (3)
Da har vi tre ekvationer:
(b+1)2-2a-(c+1)=0 (1)

(b+1)
a=- @

4

4-a+2*b+c=3 (3)

Vi far ett ekvationssystem. Nu ska vi testa var CAS—motor hos
TI-Nspire. |- Ga till nista sida

Tre ekvationer, tre obekanta. En av ekvationerna
innehaller dock inte alla tre obekanta. Vi matar in
ekvationerna i systemet och trycker pa enter.

Los ekvationssystem finns bland algebra-verktygen. Man far en
forst upp dialogruta dar man far fyllai antalet ekvationer och
beteckningar for variablerna. Sedan skriver man in ekvationerna och
trycker pa enter.

(b+1)2-4-2-(c+1)=0

solve a=ﬂ { abc }
4
4-a+2-b+c=-3
c2+1
ra= and b=-(c2+2) and c=c2

Nu vet vi hur koefficienternaférhaller sig till varandra. Om t.ex. c=3
sa &r a=(3+1)/4=10ch b=-3-2=-5.Dessa samband ska vi utnyttja
pa ett smart satt i graﬂappen.

Resultatet visar hur koefficienterna a och b beror av
koefficienten c. detta betyder att vi kan mata in var
andragradsfunktion och anvanda skjutreglaget for
parametern. Nar du matar in funktionsuttrycket sa far
du automatiskt en fraga om du vill ha ett skjutreglage.

Vardena pa koefficienterna a, b och c¢ i andragradsfunktionen
hanger ihop och kan beskrivas med en parameter k. Vi vet ju
detta

cT+1

a= ,b=-(c1+2) och c=c7

Vi infogar nu ett skjutreglage pa en grafsida och definierar
funktionen sa har:

f(x)=(%).x2+(_k-z).x+k|

Se nasta sida. Dra i reglaget och titta pa vdrdena och kurvan.

Nu kommer hdjdpunkten i denna aktivitet och man far
betalt fér médan med alla ekvationer. Sidan &r delad
och till héger har vi en anteckningssida dar vi infogat
rutor for matematik och skrivit in koefficienterna
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Genom att dra i reglaget sa ser vi alla mojliga 16s-
ningar. Stora positiva och negativa varden pa k ger
valdigt "spetsiga” kurvor. Du stéller in stegstorlek mm
for reglaget genom att hogerklicka pa sjalva reglaget.

Har ar tva sidor som inte ar med i Nspire-dokumentet.
Vi gar nu at andra hallet och berdknar tangentens
ekvation i punkten (2, -3) for funktionen (egentligen
funktionerna).

Forst definierar vi var funktion:|
funk(x):=%-x2+(-k—2)-x+k
Vi deriverar densamma:

d (k+1)-x

—( funk P ———k-2
2 (rank() - 1

Berakning av derivatans varde for x=2:

(k+—1)'x—k—2|x=2 -1

loser ut y ur enpunksformen:
solve(y—'3='1-(x—2),y) s y=x-1
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Plotta nu funktionen igen med ett skjutreglage. Lagg
ocksa in punkten (2, -3) med geometriverktyg (ga till
Geometri i verktygsladan och sedan Punkter och
linjer.) Fran samma plats kan du ocksa plotta en
tangent i (2, -3). Linjens ekvation skrivs ut.
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Préva nu ocksa vad som hdander om du véljer en annan
punkt.

Funktionen kan ocksa skrivas

2
1x2—2x+k- 1xz—x+1 =1x2—2x+k- 1x—1
4 4 4 2

2
Om x=2 blir (%x—l) noll och funktionen har da

vardet -3 oberoende av vardet pa k. Se figur.

ﬂ(x)= 2 “k-2)- ¥k

b \\\

b
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