Differentialekvationer baklanges

Vid exponentiella forlopp sa antar vi att den relativa
forandringen hela tiden &r konstant. Nagonting okar
med till exempel med 5 % varje ar. | verkligheten sa
anvands ofta en annan modell - logistisk tillvaxt.

Ett bra exempel pa logistisk tillvaxt &r nar man
slapper ut 200 fiskyngel i en damm. Man vet sedan
att maximalt 5000 fiskar kan leva i dammen. Utifran
detta och vardet pa en konstant kan man sedan
berdkna populationens storlek efter en viss tid.

Foljande funktionsuttryck ar ett exempel pa en
sadan forandring. x star har for tiden och y kan vara
populationsstorleken.
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Om vi ritar denna funktion i ett bra fonster kan det
se ut sa har:
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Kurvan har fran borjan vardet 6 och verkar forst
stiga exponentiellt for att sedan bli mindre brant
och till slut plana ut och vardet narmar sig 54. Det
finns alltsa en inflexionspunkt. Du vet val att en
inflexionspunkt ar?

Derivatan av en funktion ger lutningen. Andra-
derivatan berattar om lutningen 6kar eller minskar.
Nar andraderivatan ar positiv ar funktionen konkav
uppat. Nar andraderivatan ar negativ ar funktionen
konkav nedat. Inflexionspunkten dr den punkt dar
den gar fran konkav uppat till konkav nedat eller
tvartom.
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Vi undersdker nu derivatan. Om du deriverar
algebraiskt far du derivatafunktionen

86,47
(1+ 8 . e*O.ZX )2

Du kan naturligtvis ocksa anvdnda den numeriska
derivatan. Den finns som inbyggd funktion under
tangenten [math]. Placera férst markéren i editorn
fér funktionsinmatning vid Y2 och tryck pa [math].
Viljs dar alternativ 7:nDeriv och tryck pa [enter].
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Fyll sedan i mallen sa har:
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Du hamtar Y2 genom att trycka pa tangenten
och sedan valja fliken Y-VAR och sedan Y2.
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Sa har ser funktionen och derivatafunktionen ut nar

vi plottar:
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Nu dyker derivatafunktionen upp lagst ner pa

skarmen. Har ar det bast att avmarkera Y1 och skala

om fonstret. Det blir sa har:
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Den verkar ha en topp nar x ar ungefar 10. Det
stammer ju bra med sjalva funktionen. Den ar ju
brantast dar.

Ga nu over till statistikeditorn och mata in nagra
varden for x i Lista L1. Skriv in vdrdena0, 5, 10, 15, ...
35, 40 till exempel. | lista L2 ska du sedan ha
vardena for funktionen. Da skriver man sa har i
kolumnhuvudet:

2= uyg (L)

Citattecknen gor att formeln inte forsvinner efter
berdkningen utan ligger kvar i kolumnhuvudet.

Vi gor sedan likadant for derivatan:

La)=2, B44362375

Om man nu forst plottar L2 mot L3, dvs. funk-
tionsvardet mot derivatans varde far man fol-
jande:
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Detta ser ut som en andragradsfunktion Vi provar
med en regressionsanalys. Ga till statistikeditorn
och vilj sedan BERAK hdgst upp pa skdrmen och
sedan alternativ 5: KvadReg.

NORMAL FLYT AUTO REELL RAD HP H

REDIGERA TESTER
1:1-Yar-stat
2:2-Var-stat
3:Med—Med
4:LinReg(ax+b)
FAi<vadResg

&6:KubikRe9
7:4-9radsRe?
8:LinReg(a+bx)
2lLnReo

Vilj alternativ 5 och tryck pa vi upp féljande
mall dar du fyller vilka listor det géller och var du
ska lagra den beraknade regressionsekvationen.

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF ]:[

Hlista:l:
¥lista:ls
FrekvlLista:
Laora RegEkwv:Ys:#
Berakna
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Markera BERAKNA och tryck sedan p3 [enter]. Vi far
féljande resultat:

MORHMAL FLYT AUTD REELL RAD HF n

w=ax 2+bxtc
2=-0.0037037037
b=0.19%9999992

c=6.2478e-9
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Nu kan vi rita funktionen som finns i Y3.

NORMAL FLYT AUTO REELL RAD HF n
1

:/

E

vai

\

Andragradsfunktionen har en maxpunkt vid y = 27
och har da vardet 2,7.

Till slut ska vi ocksa den relativa forandrings-
hastigheten, dvs. y'/y. Da blir formeln i kolumn-

huvudet sa har:

La)=Q@, 17777777824167

Vi plottar sedan funktionsvardet L2 mot de relativa
forandringshastigheten L4.
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Det verkar har finnas ett linjart samband mellan
funktionens vérde och den relativa forandrings-
hastigheten. Linjar regression ger detta resultat:
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w=ax+b
a=-D.0B37037837
.h=B.EGGGGGBBEI
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Vi kan alltsa skriva sambandet sa har:
y'/ly =—0,00370y +0,2

Vi kan skriva om detta som

y' =—0,00370y> + 0,2y

som kan faktoriseras som
y'=0,00370y(54 —y)

Man ser har att sa lange y ér litet sa betyder férand-
ringar av faktorn (54 - y) inte sa mycket men efter-
hand nér y vaxer sa paverkar den y' alltmer och

hamnar tillvaxten.

Ekvationen ovan ar en icke linjér differential-
ekvation. Den kan man inte l6sa algebraiskt med
elementdra metoder. Vi visar hdr nu en numerisk
[6sning med Eulers stegmetod. Den beskrivs i detalj
i aktiviteten Eulers metod sa vi tar inte upp den har.

Vi kommer att anvanda ett TI-Basic-program for att
numeriskt |6sa differentialekvationen. Nasta sida
visar vi programkoden. Du kan ladda ner detta
program via programmet T/ Connect CE.

Programmet heter EULER1 och det |6ser numeriskt
D.E. med startvdrden for x och y. x-varden och
beraknade y-varden laggs i listor i rdknarens
statistikeditor.
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Du kan spara i l6sningskurvan och grafiskt se alla
berdaknade varden. Du kan ha hogst 250 steg och
kurvan plottas som ett linjediagram. Innan du kor
programmet sa matar du in D.E. i funktionseditorn
vid Y1. Sedan avmarkera du ekvationen genom att
placera markoren vid likhetstecknet och trycker pa

[enter].
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Diadl  Diad2  Dind3
ENY 1=0.B837Y*(54-Y)
ENY 2=

Rensalista Ly, L,

Disp "STARTVARDE X":Input X
Disp "STARTVARDE Y":Input Y
Disp "SLUTVARDE X":Input B
Disp "ANTAL STEG":Input N:
(B-X)/N->H

1>M

While X<B och M<250
X>Li(M):YSL(M):X+H->S
Y+HY;>T

SSOXT>Y

M+1->M

End

ZoomStat
Diagl(xyLinje,L,Ls,®)

Nu kér vi. Tryck pa tangenten och vilj pro-
grammet EULER1. Forst far vi upp en sida dar vi
valjer olika parametrar. Startvardet ar ju (0, 6) och
vi véljer ett slutvarde for x=50. Med 100 steg blir da
steglangden 0,5.
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rroamEULER1
STARTYARDE X
e
STARTYARDE Y
)

SLUTVYARDE
50

AMTAL STEG
il

Efter nagra sekunder kommer I6sningskurvan upp i
graffonstret. Det galler att vilja ett bra fonster sa
att hela kurvan syns.
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Dia51

H=E0 ¥=53.985311

Sa har ser det ut i statistikeditorn.
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Rensa listorna om du gor fler programkorningar.

Om vi matar in den ursprungliga funktionen

54
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sa overlappar kurvorna varandra.
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